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Abstract

Seguimos o procedimento de M. R. Herman (1.) para a constru�c~ao

do primeiro exemplo conhecido de um difeomor�smo F

�

minimal com

entropia topol�ogica n~ao nula na 4-variedade M = S

1

� SL(2;R)=�, onde

� representa um subgrupo discreto de SL(2;R) tal que o quociente seja

compacto e conexo.

1 Introdu�c~ao

De�ni�c~ao 1 Seja X um espa�co topol�ogico. Um homeomor�smo h : X ! X, �e

dito minimal se para x 2 X a �orbita de x por h fh

n

(x) : n 2 Zg �e densa em X.

Al�em disso, se h �e unicamente erg�odico ent~ao diz-se estritamente erg�odico.

Seja R

�

uma rota�c~ao na circunferência S

1

� R=Z, com � 2 S

1

:

R

�

: S

1

! S

1

R

�

(�) = � + �

Para a constru�c~ao do difeomor�smo pretendido vamos usar a aplica�c~ao ante-

rior pelas suas propriedades referidas na proposi�c~ao seguinte (ver demonstra�c~ao

em 4.):

Proposi�c~ao 2 Para � 2 S

1

n(Q=Z), R

�

�e um difeomor�smo estritamente erg�odico,

e a �unica medida invariante �e a de Lebesgue m. Al�em disso, a entropia topol�ogica

de R

�

�e nula, h(R

�

) = 0. O mesmo se veri�ca para R

n

�

= R

n�

; n 2 Zn f0g.

Seja A 2 C

!

(S

1

; SL(2;R)), ie, uma aplica�c~ao anal��tica de S

1

no grupo das

matrizes 2�2 de entradas reais e determinante = 1. Com � > 1 �xo, escolhemos

A : S

1

! SL(2;R) na forma:

A(�) � A

�

=

�

cos(2��) � sin(2��)

sin(2��) cos(2��)

�

�

�

� 0

0 1=�

�

:

1



A, quando aplicado a um vector de R

2

, actua como uma dilata�c~ao e uma con-

trac�c~ao na direc�c~ao de cada um dos eixos seguida de uma rota�c~ao de um ângulo

2��.

Consideremos � � SL(2;R) um subgrupo discreto tal que SL(2;R)=� seja

compacto. De notar que �e poss��vel termos �

0

tal que SL(2;R)=� = PSL(2;R)=�

0

,

com PSL(2;R) = SL(2;R)= fId;�Idg. Podemos assim identi�car o espa�co

SL(2;R)=� com o �brado tangente unit�ario de uma superf��cie compacta ori-

ent�avel de curvatura = �1. Sabemos da geometria hiperb�olica que o �brado tan-

gente unit�ario de H =� = fz 2 C : im(z) > 0g =�, �e homeom�or�co a PSL(2;R),

onde PSL(2;R) �e o conjunto das transforma�c~oes de M�obius (isometrias).

Proposi�c~ao 3 Sejam p=q 2 Q=Z;mdc(p; q) � (p; q) = 1 e a; b 2 S

1

veri�cando

1=q = (b� a)=2. Existe �

0

2 ]a; b[ tal que �e minimal o difeomor�smo:

f�

0

g � SL(2;R)=� ! f�

0

g � SL(2;R)=�

(�

0

; y) 7!

�

�

0

; A

q

p=q;�

0

y

�

onde A

k

�;�

def

= A

R

k�1

�

(�)

� � �A

R

�

(�)

�A

�

.

A proposi�c~ao anterior (a demonstra�c~ao baseia-se no facto de a matriz deste

difeomor�smo ser conjugada a uma matriz parab�olica, que por sua vez repre-

senta um 
uxo horoc��clico, minimal -ver 1.) sugere a constru�c~ao do seguinte

difeomor�smo sobre a 4-variedade M = S

1

� SL(2;R)=�, compacta e conexa:

F

�

: M !M

F

�

(�; y) = (R

�

(�); A

�

y):

que preserva a medida � = dm 
 d�, onde � �e a �unica medida de probabili-

dade invariante para transforma�c~oes em SL(2;R)=�, na forma d� = d�d�, com

�(A) =

R

A

1

y

2

dx:dy a �area hiperb�olica, e � =

1

2�

arg(u); A � H;u 2 C .

Dos dois teoremas que se seguem conclu��mos que F

�

�e um difeomor�smo

sobreM onde todas �orbitas s~ao densas, com entropia topol�ogica h = sup

��inv

h

�

(h

�

�e a entropia m�etrica) positiva.

Teorema 4 8

�2S

1

: h

�

(F

�

) � log(

1

2�

+

�

2

) > 0.

Teorema 5 9

�2S

1

n(Q=Z)

: F

�

�e um difeomor�smo minimal de M .
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2 Demonstra�c~ao do Teorema 4

Para provarmos a positividade da entropia m�etrica de F

�

, comecemos por men-

cionar o resultado de Pesin (3.), que estima a entropia m�etrica pela m�edia

espacial dos expoentes de Lyapunov.

Lema 6 (Pesin) Para a aplica�c~ao tangente DF

n

�

(x) : T

x

(M) ! T

F

n

�

(x)

(M)

veri�ca-se:

h

�

(F

�

) �

Z

M

lim

n!1

1

n

log kDF

n

�

(x)k d� (x) :

De forma a este lema ser-nos �util, vamos tentar relacionar a norma do oper-

ador linear DF

n

�

(�; y):

DF

n

�

(�; y) =

�

1 0

DA

n

�;�

y (�) A

n

�;�

�

com a da matriz A

n

�;�

. A norma do operador linear derivada �e calculada pela

f�ormula:

kDF

n

�

(�; y)k = sup

(u;v)6=0

kDF

n

�

(�; y) � (u; v)k

k(u; v)k

Logo,

kDF

n

�

(�; y)k � sup

(0;v)6=0










(0; A

n

�;�

v)










k(0; v)k

:

Vamos associar ao par (R

�

; A) o homeomor�smo:

G : S

1

� R

2

! S

1

� R

2

G (�; y) = (R

�

(�) ; A

�

y)

) G

n

(�; y) =

�

R

n

�

(�) ; A

n

�;�

(y)

�

; n 2 N:

Seja k�k uma norma da �algebra de Banach das transforma�c~oes lineares R

2

! R

2

.

Por exemplo,













�

a b

c d

�













= max fjaj ; jbj ; jcj ; jdjg :

De notar que kxk : kyk � kx:yk.

Conclu��mos que

1

n

log kDF

n

�

(�; y)k �

1

n

log










A

n

�;�










. Resta ent~ao demonstrar

que no limite, o segundo membro da desigualdade anterior existe e �e positivo,

ie, f(R

�

; A)(�)

def

= lim

n!+1

1

n

log










A

n

�;�










> 0.

Usando o Teorema Erg�odico de Birkho�, com '(�) = log kA

�

k integr�avel, e

T : S

1

! S

1

; T � = R

�

(�) unicamente erg�odica, temos, m-qtp,

lim

n!+1

1

n

n�1

X

i=0

'

�

T

i

�

�

= lim

n!+1

1

n

log

�










A

R

n�1

�

(�)










� � � kA

�

k

�

=

Z

S

1

log kA

�

k dm(�)
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� lim

n!+1

1

n

log







A

n

�;�







= f (R

�

; A)

Se B 2 SL(2;R) ent~ao







BB

�1







= kIk = 1 � kBk �







B

�1







.

�

E simples de

veri�car que







B

�1







� c kBk, logo kBk � c

�1=2

, onde c �e uma constante positica

que depende da norma escolhida. Assim f(R

�

; A) � lim

n!+1

� log c

2n

= 0.

Se p; n 2 N temos:

1

p

p�1

X

i=0

1

n

log










A

n

�;R

in

�

�










=

1

pn

log

�







A

n

�;�







�










A

n

�;R

n

�

�










: : :










A

n

�;R

(p�1)n

�

�










�

�

1

pn

log










A

n

�;�

� A

n

�;R

n

�

�

: : : A

n

�;R

(p�1)n

�

�










=

1

pn

log










A

pn

�;�










Seja n tal que

1

n

R

S

1

log










A

n

�;�










dm (�) <

R

S

1

f (R

�

; A) dm (�) + "; " > 0.

Como R

n�

�e unicamente erg�odica (proposi�c~ao 2), novamente pelo Teorema

Erg�odico, agora com ' (�) =

1

n

log










A

n

�;�










integr�avel, e T : S

1

! S

1

; T � =

R

n

�

(�), temos que

1

p

P

p�1

i=0

'

�

T

i

�

�

converge uniformemente em � (p ! +1).

Ent~ao

1

pn

log










A

pn

�;�










�

1

p

p�1

X

i=0

1

n

log










A

n

�;R

in

�

�










!

1

n

Z

S

1

log







A

n

�;�







dm (�) < f (R

�

; A)+":

Escrevendo k = pn+ r; 0 � r < n obtemos:

8

">0

9

k

0

8

k�k

0

8

�2S

1
� " �

1

k

log







A

k

�;�







� f (R

�

; A) + ":

Prov�amos assim que f (R

�

; A) = lim

n!+1

1

n

log







A

n

�;�







C

0

, comA

n

�;�

2 C

!

�

S

1

; SL(2;R)

�

,







A

n

�;�







C

0

= sup

�2S

1










A

n

�;�










. Se f(R

�

; A) = 0, com k ! +1,

1

k

log










A

k

�;�










! 0

uniformemente.

Seja o espa�co SL(2; C ), com uma norma k�k da �algebra de Banach das

aplica�c~oes lineares C

2

! C

2

. Os valores pr�oprios da matriz

�

cos (2��) � sin (2��)

sin (2��) cos (2��)

�

s~ao e

�2�i�

, sendo U a matriz mudan�ca para a base dos vectores pr�oprios:

U =

1

p

2

�

1 1

i �i

�

, U

�1

=

1

p

2

�

1 �i

1 i

�

= U

y

De�nindo uma nova matrizB

�

= U

�1

A

�

U , temos:

B

�

= U

�1

�

cos (2��) � sin (2��)

sin (2��) cos (2��)

�

U � U

�1

�

� 0

0

1

�

�

U =

4



=

�

e

�2�i�

0

0 e

2�i�

�

� � = e

�2�i�

C

�

onde � =

�

a b

b a

�

=

�

�

2

+

1

2�

�

2

�

1

2�

�

2

�

1

2�

�

2

+

1

2�

�

e C

�

=

�

1 0

0 e

4�i�

�

�� =

�

a b

be

4�i�

ae

4�i�

�

:

Por recorrência, obtemos:

C

n

�;�

= C

R

n�1

�

�

� � �C

�

=

�

a

n

+ P

1

n

(�) b

n

+ P

2

n

(�)

P

3

n

(�) P

4

n

(�)

�

com P

j

n

(�) =

P

p2N

a

j

n;p

e

4�ip�

e b

n;

a

j

n;p

2 C ; j = 1; 2; 3; 4.

Temos tamb�em

B

n

�;�

= B

R

n�1

�

�

� � �B

�

= U

�1

A

R

n

�

�

� � �A

�

U = U

�1

A

n

�;�

U

= e

�2�i

P

n�1

j=0

(�+j:�)

C

n

�;�

logo,







A

n

�;�







�







B

n

�;�







=







C

n

�;�







Podemos ent~ao estimar










A

n

�;�










C

0

por baixo:













Z

S

1

C

n

�;�

d�













�

Z

S

1







C

n

�;�







d� �

Z

S

1







A

n

�;�







d� � sup

�2S

1







A

n

�;�







=







A

n

�;�







C

0

Ora













Z

S

1

C

n

�;�

d�













=













�

a

n

b

n

0 0

�













� a

n

:

Assim,

1

n

log







A

n

�;�







C

0

� log a, o que implica: f (R

�

; A) =� log a:

Finalmente, para todo � 2 S

1

,

h(F

�

) �

Z

M

lim

n!1

1

n

log kDF

n

�

(�; y)k d�(�; y) �

�

Z

S

1

f (R

�

; A) (�) dm(�) � log

�

�

2

+

1

2�

�

> 0:

2

3 Demonstra�c~ao do Teorema 5

Para provar que F

�

�e minimal, vamos utilizar o pr�oximo resultado, mais pr�atico

que a de�ni�c~ao 1 (ver 2.):

Lema 7 Seja fU

i

g

i2N

uma base de abertos 6= ; de M , ent~ao F

�

: M ! M �e

um difeomor�smo minimal sse 8

U

i

9

n2N

:

n

S

p=0

F

p

�

(U

i

) =M .
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Seja ent~ao fU

i

g

i2N

uma base de abertos 6= ; de M . Consideremos, para i

�xo, o conjunto:

W

U

i

=

(

� 2 S

1

: 9n 2 N :

n

[

p=0

F

p

�

(U

i

) =M

)

que �e um conjunto aberto (ver 2.). De notar que, pelo lema anterior, F

�

�e

minimal sse � 2

T

i2N

W

U

i

. Se mostrarmos que W

U

i

= S

1

ent~ao

T

i2N

W

U

i

�e denso,

pelo Teorema de Categoria de Baire.

Concentremo-nos no caso U

i

= I�V , onde I = ]a; b[ � S

1

e V um aberto 6= ;

de SL(2;R) (difeom�or�co a uma bola aberta de R

3

). Da proposi�c~ao 3 sabemos

que, para p=q 2 Q=Z, (p; q) = 1 tal que 1=q = (b � a)=2, o difeomor�smo

y 7! F

q

p=q

(�

0

; y) de f�

0

g�N; N = SL(2;R)=� �e minimal. Ent~ao, existe n 2 N,

f�

0

g �N =

n

[

k=0

F

kq

p=q

(f�

0

g � V ) �

n

[

k=0

F

kq

p=q

(I � V ) = U

Sejam:

1. K = [a

1

; b

1

]�N; a

1

< �

0

< b

1

, tal que K � U .

2. fC

k

g

0�k�n

conjuntos compactos (6= ;) tais que

S

n

k=0

(C

k

\K) = K e

veri�cando C

k

� F

kq

p=q

(I � V ).

3. O aberto V

k

=

�

� 2 S

1

: F

�kq

�

(C

k

) � I � V

	

(6= ; pois p=q 2 V

k

).

Se � 2

T

n

k=0

V

k

6= ;, temos:

n

[

k=0

F

kq

�

(I � V ) � (]a

1

; b

1

[�N) :

Se, al�em disso, � 2 S

1

n (Q=Z), temos:

[

n2N

F

n

�

(]a

1

; b

1

[�N) =M

e logo, � 2 W

I�V

.

W

I�V

�e assim denso pois cont�em no seu fecho todos os p=q 2 Q=Z que

veri�cam (p; q) = 1; 1=q < (b� a)=2. 2
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