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Abstract

Seguimos o procedimento de M. R. Herman (1.) para a construgao
do primeiro exemplo conhecido de um difeomorfismo F, minimal com
entropia topoldgica ndo nula na 4-variedade M = S* x SL(2,R)/T', onde
I representa um subgrupo discreto de SL(2,R) tal que o quociente seja
compacto e conexo.

1 Introducao

Definicao 1 Seja X um espaco topologico. Um homeomorfismo h: X — X, €
dito minimal se para x € X a drbita de © por h {h"(x) :n € Z} € densa em X.
Além disso, se h € unicamente ergddico entao diz-se estritamente ergddico.

Seja R, uma rotagdo na circunferéncia S* = R/Z, com a € S*:

R,: St — st
R,(0) =0+«

Para a construcao do difeomorfismo pretendido vamos usar a aplicacdo ante-
rior pelas suas propriedades referidas na proposicao seguinte (ver demonstracio
em 4.):

Proposigao 2 Paraa € S*\(Q/Z), R, é um difeomorfismo estritamente ergddico,
e a tunica medida invariante € o de Lebesgue m. Além disso, a entropia topolégica
de Ry € nula, h(Ry) = 0. O mesmo se verifica para R = Ry,,n € Z\ {0}.

Seja A € C¥(St,SL(2,R)), ie, uma aplicagdo analitica de S* no grupo das
matrizes 2 x 2 de entradas reais e determinante = 1. Com A > 1 fixo, escolhemos
A: 8 - SL(2,R) na forma:

A(B) = Ay =

cos(2md) —sin(270) A0
sin(270)  cos(276) ] ) [ 0 1/A ] '



A, quando aplicado a um vector de R?, actua como uma, dilatacio e uma con-
tracgdo na direc¢do de cada um dos eixos seguida de uma rotacdo de um angulo
27h.

Consideremos I' C SL(2,R) um subgrupo discreto tal que SL(2,R)/T" seja
compacto. De notar que é possivel termos I'' tal que SL(2,R)/I" = PSL(2,R)/T",
com PSL(2,R) = SL(2,R)/{Id,—1d}. Podemos assim identificar o espago
SL(2,R)/T" com o fibrado tangente unitario de uma superficie compacta ori-
entavel de curvatura = —1. Sabemos da geometria hiperbdlica que o fibrado tan-
gente unitario de H/T' = {z € C:im(z) > 0} /T, é homeomorfico a PSL(2,R),
onde PSL(2,R) é o conjunto das transformagoes de Mobius (isometrias).

Proposigao 3 Sejam p/q € Q/Z,mdc(p,q) = (p,q) =1 e a,b € S verificando
1/q = (b—a)/2. Eziste 6y € |a,b[ tal que € minimal o difeomorfismo:

{60} x SL(2,R)/T — {6} x SL(2,R)/T

(007 y) = (007 A;]J/qﬂoy

onde A* , Apsmi gy A (s) - Ao.

A proposicdo anterior (a demonstracio baseia-se no facto de a matriz deste
difeomorfismo ser conjugada a uma matriz parabdlica, que por sua vez repre-
senta um fluxo horociclico, minimal -ver 1.) sugere a construgdo do seguinte
difeomorfismo sobre a 4-variedade M = S! x SL(2,R)/T’, compacta e conexa:

Fo: M - M
Fa(eay) = (Ra(e);Aﬂy)

que preserva a medida p = dm ® dv, onde v é a Unica medida de probabili-
dade invariante para transformagoes em SL(2,R)/T", na forma dv = dudf, com
p(A) = [, yzda.dy a drea hiperbdlica, e 6 = 5-arg(u), A C H,u € C.

Dos dois teoremas que se seguem concluimos que Fj, é um difeomorfismo
sobre M onde todas drbitas sdo densas, com entropia topologica h = sup,,_;,,,, by,
(hy é a entropia métrica) positiva.

Teorema 4 Vet : hy(Fa) > log(gx + 3) > 0.

Teorema 5 Jd,cs1\(g/z) : Fo € um difeomorfismo minimal de M.



2 Demonstracao do Teorema 4

Para provarmos a positividade da entropia métrica de F,, comecemos por men-
cionar o resultado de Pesin (3.), que estima a entropia métrica pela média
espacial dos expoentes de Lyapunov.

Lema 6 (Pesin) Para a aplicacio tangente DF((z): To(M) — Tpn(e) (M)
verifica-se:

b (Fa) > [ lim 2 og [DE (@) du (o).

Moo N
De forma a este lema ser-nos util, vamos tentar relacionar a norma do oper-
ador linear DF (6,vy):
1 0
DAZ,MJ (9) Agﬂ

com a da matriz A} ,. A norma do operador linear derivada é calculada pela
férmulas:

D) = |

||DFn(9 y)” = sup ||DF§'(0,y) ) (u,v)||
ar (w,v)#0 ||(’U,,’U)||
Logo,

IDEZ @)l > sup Lol
° o O,V

Vamos associar ao par (R, A) o homeomorfismo:
G: S' xR — St x R?
G (0,y) = (Ra (0), Agy)
= G (0,y) = (B3(6), A%y () ,n €N

Seja ||-|| uma norma da dlgebra de Banach das transformagoes lineares R? — R?.
Por exemplo,

1[e o ]| = tat 1oy
De notar que ||z . |ly]| > [|z.y||-

Concluimos que Llog ||[DF (6,y)| > £ log HAZ’QH' Resta entdo demonstrar
que no limite, o segundo membro da desigualdade anterior existe e é positivo,
i, f(Ra, A)(0) "< lim,, 1o L log HA@;HH > 0.

Usando o Teorema Ergddico de Birkhoff, com ¢() = log ||Ag|| integravel, e
T:8'— S, T0 = R,(f) unicamente ergddica, temos, m-qtp,

n—

= 1
lim — Z ¢ (T'0) = lim —log (HARZ_l(H) H ||A9||) = /51 log || Ag|| dm/(8)
1=0

n—+oo M 4 n—+oo n



> lim logHAaa”— (Ra, A)

~ n—+oon
Se B € SL(2,R) entao |[BB~'|| = ||I|| = 1 < ||B]| - |B~!||. E simples de
verificar que || B™!|| < ¢||BJ|, logo || B|| > ¢~'/2, onde ¢ é uma constante positica

que depende da norma escolhida. Assim f(R,,A4) > lim, 1 _ng_ =0.
Se p,n € N temos:

—1
151
—Z—logHAZ Ring
p =0 n °

1
| = o ([l 4zl - 42 e

-]

a, R(P Dng

>—logHA 0 AL png - AT g

1
-l
pn ’

Seja n tal que + [o, log

4z, dm 6) < [ou f (Ra 4)dm (8) + 2,6 > 0.
Como R,, ¢ unicamente ergédica (proposi¢do 2), novamente pelo Teorema
Ergédico, agora com ¢ (0) = llogHAZﬁH integravel, e T: S* — S, 70 =

R7(6), temos que - >0, 1 ¢ (T"6) converge uniformemente em 6 (p — +00).
Entao

p—l

1
<= Z log HAQ Ring
Pizm

Escrevendo k = pn + r,0 < r < n obtemos:

1
— log H AP
bn ’

o= %/S log || A% o|| dm (6) < f (Ra, A)+e

1 .
Ve0Tko V> ko Voesr — € < z log||AL 4| < f(Ra,A) +e

Provamos assim que f (Ra, A) = lim, 4 oo+ log || A7 || ., com A7 € C (S',SL(2,R)),
AZ’QH' Se f(Ra,A) =0, com k — +oo, 1 log HA’;QH -0

4% [ co = suppest
uniformemente.

Seja o espaco SL(2,C), com uma norma |-|| da dlgebra de Banach das

N 2 2 (o . | cos(2w@) —sin (276)
aplicacgoes lineares C* — C¢. Os valores préprios da matriz { sin (276)  cos (26)

sao e*?™9 sendo U a matriz mudanca para a base dos vectores proprios:
1 1 1 11 1 —i n
o=zl Aer=gl T

Definindo uma nova matrizBy = U1 AyU, temos:

.1 | cos(2m0) —sin(270) -l | A
By=U [sin(27r9) cos (276) v-u 0

Ju-

>= O



0 e27r7,9
a b A4 L AL 1 0 a
— — | 2Ta2x 27 2x - . )
onde A = |: b a :| = |: % . % % + % 809 = 0 647‘,10 A b€47m€ a
Por recorréncia, obtemos:
. a®+ PLO) b, + P(9)
Cao=Cryrgr-Co = { P3(®) P;(0)

com P}(0) =Y cyal, e ebyal ,€Cj=1,234.

Temos também
Bgﬂ =DBpu-1,---By = UflARgg - AU = U*1AZ70U
— 6_27Ti Z;;ol(e“‘j-a)cgo

logo,
145, = [ Baoll = ool

Podemos entdo estimar ||A? 4 H , bor baixo:
o

[ cro| < [ czallar< [ Jazolas < sup 4zl = 45,
St St St feSt

n _ a by n
| com] ][5 % ]2

Assim, < log ||AZ ||C0 > loga, o que implica: f (R,,A) => loga.
Finalmente, para todo « € S*,

h(F.) > / lim * log | DF? (8, )] du(8, ) >
M OO

A1
2 |1 (Ba, 4)(6) dm(6) 2 log (5 + ﬁ> > 0.

3 Demonstracao do Teorema 5

Para provar que F,, é minimal, vamos utilizar o préximo resultado, mais pratico
que a defini¢do 1 (ver 2.):

Lema 7 Seja {U;};cy uma base de abertos # 0 de M, entio Fo: M — M €

um difeomorfismo minimal sse Yy, Inen: U FE(U;) = M .
p=0



Seja entdo {U;},.y uma base de abertos # () de M. Consideremos, para i
fixo, o conjunto:

WUi={a651:Eln€N:UFg(UZ-)zM}

p=0

que é um conjunto aberto (ver 2.). De notar que, pelo lema anterior, F,, é

minimal sse a € [ Wy,. Se mostrarmos que Wy, = S* entdo (| Wy, é denso,
iEN ieN

pelo Teorema de Categoria de Baire.

Concentremo-nos no caso U; = I XV, onde I = |a,b[ C S' e V um aberto # ()
de SL(2,R) (difeomoérfico a uma bola aberta de R?*). Da proposigao 3 sabemos
que, para p/q € Q/Z, (p,q) = 1 tal que 1/q = (b — a)/2, o difeomorfismo
Y F;/q (6o, y) de {00} x N, N = SL(2,R)/I" é minimal. Entdo, existe n € N,

{0} x N = |J E}f, ({0} x V) |J Eyf, (I x V) =U
k=0 k=0

Sejam:
1. K = [al,bl] X N,ya; <6y <by,tal que K CU.

2. {Cr}yep<, conjuntos compactos (# @) tais que J,_, (Cxk NK) = K e

verificando C}, C F;/qq (IxV).

3. O aberto Vy = {a € S* : F7*(Cy) C I x V} (# 0 pois p/q € V).

Se aw€ Ny Vi # 0, temos:

n

U FE(Ix V) > (Jay,bi[ x N).
k=0

Se, além disso, a € S*\ (Q/Z), temos:

U Fz (ar, b x N) = M
neN

e logo, a € Wrxy.
Wixy é assim denso pois contém no seu fecho todos os p/q € Q/Z que
verificam (p,q) =1,1/¢ < (b—a)/2. a
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