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Prefacio

O calculo integral iniciou-se com Newton e Leibniz no século XVII e desde
entdao tem tido muitas aplicacbes e desenvolvimentos. A definicdo rigorosa
do integral por Riemann no século XIX e, ja no inicio do século XX, a cons-
trucao de um integral mais geral e com melhores propriedades por Lebesgue,
constituem as contribuicoes mais importantes para a teoria de integracao.
Juntamente com o calculo diferencial, o cédlculo integral faz hoje parte do
curriculum de qualquer estudante universitario em ciéncia, economia e enge-
nharia. Neste livro iremos introduzir o leitor a integracao em R" nalgumas
das suas vertentes mais relevantes para as aplicagoes.

No primeiro capitulo estudamos variedades diferenciais em R” como ge-
neralizacoes de curvas em R? e de superficies em R?. Uma variedade diferen-
cial é um subconjunto de R™ que se assemelha localmente a R, com m < n,
através de um sistema de coordenadas. Esta semelhanca ira ser explorada de
forma a lidarmos com conjuntos complicados, nao lineares e com dimensoes
inferiores a do espago ambiente. Como aplicagdo iremos encontrar extremos
de funcoes quando restringidas a variedades.

No capitulo 2 iniciamos o estudo da integracao em R™ com o integral
de Riemann em intervalos de R™. Iremos ver que o calculo do integral em
R™ pode ser reduzido ao integral em R usando o teorema de Fubini. Os
sistemas de coordenadas utilizados no primeiro capitulo serdo tuteis para
calcular integrais por transformacao de coordenadas. De forma semelhante,
no capitulo 3 integraremos fungoes em variedades diferenciais. O teorema
fundamental do cédlculo integral em R tem aqui varias consequéncias que
iremos descrever.

A segunda parte deste livro, correspondendo aos trés ultimos capitulos,
é dedicada a teoria da medida e a integracao de Lebesgue. No capitulo
4 descrevemos as propriedades fundamentais das medidas, e no capitulo
seguinte definimos a classe das fungdes que vamos integrar. Finalmente,
no capitulo 6 apresentamos o integral de Lebesgue e deduzimos as suas
propriedades principais. Este integral tem um papel central em varias areas,
em particular na teoria das probabilidades e processos estocésticos.
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iv PREFACIO

O presente texto resultou das notas preparadas para a cadeira Andlise
Matematica III do segundo ano da licenciatura em Matemaética Aplicada
a Economia e Gestao do ISEG, Universidade de Lisboa. Para segui-lo sao
necessarios conhecimentos de algebra linear, de cdlculo integral em R e de
calculo diferencial em R"™, temas habitualmente desenvolvidos no primeiro
ano de licenciatura. Em particular, assume-se que o leitor sabe primiti-
var e integrar fungoes reais de varidvel real, manipular matrizes e calcular
derivadas de fungoes vectoriais.

Como acredito que s6 aprendemos matematica resolvendo problemas,
incluo bastantes exercicios ao longo do texto. Para além disso, o final deste
livro contém uma lista de exercicios pensados para testar os conhecimentos
adquiridos. Uso o simbolo * para indicar os exercicios de maior grau de
dificuldade. Para resolver alguns desses poderd ser necessario efectuar-se
pesquisa bibliogréafica. Estes exercicios sao apropriados para o leitor muito
motivado, que quer ir para além do ambito deste livro.

Agradeco as turmas do segundo ano do MAEG 2009/10, 2010/11, 2011/12,
2012/13 e 2013/14, em particular a Patricia Silva, a Alexandra Mina, & Inés
Marques e ao Paulo Pedro, pela ajuda na deteccao de gralhas em versoes
anteriores deste texto.

Ao longo do texto utilizo a notacdo matemadtica que se encontra fre-
quentemente na literatura, pelo que assumo que o leitor a conhece. Em
particular, recordo que uma funcao é C° se for continua e C*, com k > 1 in-
teiro, se a sua k-ésima derivada for continua. Também usaremos as seguintes
simplificagoes de escrita:

e sse (se e so se)
e ie. (isto é, do latim id est)

e e.g. (por exemplo, do latim exempli gratia)

Lisboa, 26 Junho 2014
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Capitulo 1

Variedades diferenciais

Variedades diferenciais sao conjuntos de R™ que se assemelham a R™ com
m < n quando os observamos localmente, i.e. numa vizinhanca sufici-
entemente pequena de qualquer dos seus pontos. Por exemplo, para nés
humanos, muito pequenos relativamente ao nosso planeta, a superficie da
Terra parece-nos plana como R2. No entanto, vista do espaco, tem a forma
proxima de uma esfera. Sao diversas as consequéncias do facto de local-
mente a Terra ser aproximadamente um plano. Em particular, podemos
desenhar mapas de regioes do globo, a que chamaremos sistemas de coorde-
nadas locais ou parametrizacoes. Note que para desenhar um mapa de todo
o planeta é sempre necessario fazer um corte'. Esta é a diferenca entre uma
variedade, a superficie terrestre, e o plano R2.

1.1 Sistemas de coordenadas locais

Sejam M um subconjunto de R™ nao vazio e 1 < m < n inteiros. Um
sistema de coordenadas locais ou m-parametrizacao em torno de
p € M é uma funcao C*

oV —-U
com uma vizinhanca U C R™ de p e um conjunto aberto V' C R™ tais que:
1. o(V)=MnNU,

2. ¢ é invertivel com inversa ¢—1: ¢(V) — V continua,

'Em geral, nos mapas feitos na Europa o corte é feito entre o Pélo Norte e o Pélo Sul
pelo Oceano Pacifico. Também se pode cortar pelo Oceano Atlantico, como em mapas
origindrios da Austrélia.
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3. para qualquer y € V, a caracteristica (rank) da derivada D¢(y) é igual

am,
9¢1 9¢1
oyr T Oym
rank D¢(y) = rank | l=m
9¢n Odn
8y1 PP 8yrn

(isto significa que as colunas de D¢(y) sao linearmente independentes).

Os seguintes exemplos de sistemas de coordenadas (e variagoes destes)
serao de grande utilidade pratica.

1.1.1 Coordenadas polares em R?

Sejam m =n = 2 e M = R%. Considere a transformacio ¢ € C* definida
em

V =RTx]0, 27[C R?
por

¢(r,0) = (rcosf,rsin).

Escrevendo as componentes de ¢ como ¢(r, ) = (x,y), temos que ¢! existe
em

U=¢(V)=R*\{(z,y): = > 0,y = 0}

dada por
(r,0) = ¢~ (z,y) = (V% + 12 0(x,y)),
onde
arctan ¥, x>0,y >0
arctan ¥ + 27, >0,y <0
O(z,y) = arctan ¥ + 7, <0
5 =0,y >0
= z=0,y<0.
Finalmente,
cosf) —rsinf
Do(r,0) = [sinﬁ rcos 0 ]

tem caracteristica (rank) igual a 2.

Obtivemos assim uma 2-parametrizagao C*° em torno de qualquer ponto
em U. Para tratarmos outros pontos em M basta usar outro V apropriado,
nomeadamente considerando outro intervalo para 6 contendo 0.
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Exercicio 1.1.1. * Estude as coordenadas x = rsinht, y = r cosht, onde o
seno hiperbdlico é dado por

e o coseno hiperbdlico é
T
e +e
cosht = ————.

1.1.2 Coordenadas cilindricas em R?

Sejam m = n = 3 e M = R3. Considere a transformacio ¢ € C™ definida
em
V =R x]0,2r[xR C R3

por
o(r,0,z) = (rcos,rsiné, z).

Note que no plano zy a transformacao de coordenadas ¢ corresponde as

coordenadas polares. Finalmente,

cosf —rsinf 0
D¢(r,0,z) = [sinf rcosf 0
0 0 1

tem caracteristica igual a 3.

Obtivemos assim uma 3-parametrizacao C*° em torno de qualquer ponto
em U. Para tratarmos outros pontos em M basta usar outro V apropriado,
nomeadamente considerando outro intervalo para 6 contendo 0.

1.1.3 Coordenadas esféricas em R3

Sejam m = n = 3 e M = R3. Considere a transformacio ¢ € C* definida
em

N
Vv x]0, 27 [ x 53
por
(1,0, ¢) = (rcosf cosp,rsinf cosp,rsiny).

A inversa existe em
U= ¢(V) :R3\{(3:,y,z): T > O’y:()}

dada por

(r,0,0) = ¢ Hx,y,2) = (Va2 + 32+ 22,0(z,y), 0(Va? + 2, 2)).
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Assim,

cost cosp —rsinf cosp —rcosf sinp
Do(r,0,p) = |sinf cosp rcosf cosp —rsinf sing
sin 0 T COS @

tem caracteristica (rank) igual a 3.

Parametriza¢oes de pontos em M \ U sao semelhantes, sendo apenas
necessario tomar outros intervalos para os angulos 6 e .

FEzercicio 1.1.2. Esboce detalhadamente os seguintes conjuntos:
L. S={(r,y) eR:0<z <1, 2% <y<22?}.

(
{(z,y) eR%: —1<y<1, —/1-9y2<z<2?—1}.
{(z,y,2) ER3*:0< o<1, 22/2<y<2? 0<2z<a?}

(

(

(

{ ER3:0<2<1,0<y<l—-z,0<z<z+y}
{

{

2
3
4.
5
6

»n tnn »» »n W
I

.Y, 2)
z,y,2) € R3: 2? +y? +22/4 < 1}.
T,y,2) ER3: 2% + 9?2 < 22+ 1}

1.2 Variedades diferenciais

Seja 1 < m < n. Um conjunto M C R" é uma variedade diferencial de
dimensao m (ou m-variedade) sse existe uma m-parametrizagdo em torno
de cadape M .

Observagdo 1.2.1. M é uma n-variedade sse M é um conjunto aberto de R".
Neste caso, a parametrizagao é a funcao identidade.

Observacdao 1.2.2. Note que existem muitas parametrizagoes possiveis em
torno de um ponto.

Considere uma m-variedade M, p € M e ¢ uma m-parametrizacao em
torno de p. O espaco vectorial imagem de D¢(a) com a = ¢~ !(p), tem
dimensao m e é chamado espago tangente a M em p denotado por T),M.

Note que este espaco é gerado pelas m colunas linearmente independentes
da matriz D¢(a), i.e

T = span { 220, 2 )}

O espaco vectorial ortogonal a T,M é o espago normal a M em p
denotado por T, M L. Os elementos de M © 580 os vectores normais a M
em p. Temos assim

T,M* ®T,M = R"
e dimTpML =n—m.
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1.2.1 Exemplos de curvas

Chamam-se curvas a 1-variedades.

1. Seja S = {(x,y) € R?: 22+4y? = 1}. Sep € S\ {(1,0)} consideremos
a parametrizacao adaptada das coordenadas polares

¢(t) = (cost,sint)

comt eV =]0,2r[ e U = R2\ {(1,0)}. E simples verificar que ¢ é C",
invertivel com inversa continua e a caracteristica de D¢ em V é igual
a 1. Por exemplo, o espaco tangente em (0,1) = (cos(7/2),sin(w/2)) é
gerado pelo vector (—1,0). Este espago corresponde a recta tangente a
circunferéncia em (0, 1) (esboce a figura) O espago normal é gerado por
(0,1), que é a recta ortogonal ao espaco tangente em p. Finalmente, se
p = (1,0), podemos considerar a mesma transformagao ¢, mas agora
V=] —-n/2,7/2[e U= {(z,y) € R?: x > 0}. Logo, a circunferéncia é
uma 1-variedade.

2. Dados u,v € R™ considere a parametrizagao ¢(t) = u+t(v—u), t €]0,1[
do segmento de recta que une u a v.

FEzercicio 1.2.3.

1. Calcule os espagos tangente e normal e esboce as curvas parametriza-
das por:

(a) o(t) = (2—1)(1,1) + (t — 1)(2,0),t €]1,2].
(b) ¢(t) = (cost,sint,t), t €]0, 4x|.

2. Descreva parametricamente cada uma das seguintes curvas:

r,y) € R%: 22 + /4 =1},
z,y,2) ER3: 2?2 4+ y2 =1, 2 = 3}.
z,y,2) ER3: 2?2 442 + 22 =1, 2 =1/2}.

1.2.2 Exemplos de superficies

Uma superficie é uma variedade de dimensao 2 em R3.

1. Seja S% = {(z,y,2) € R3: 22 4+ y?> + 22 = 1} a superficie da esfera
de raio 1 centrada na origem. Se p € S?\ {(z,9,2): y = 0,2 > 0},
baseados nas coordenadas esféricas escolhemos

?(0, ) = (cosp cosb,cos e sin b, sin p)
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com (0, ¢) € V =]0,2n[x] —n/2,7/2[ e U = R3\ {(0,0,1)}. E simples
verificar que ¢ é C, invertivel com inversa continua e a caracteristica
de D¢ em V é igual a 2. Por exemplo, o espaco tangente em (0,1,0)
dado por (8,¢) = (7/2,0), é gerado pelos vectores (1,0,0) e (0,0,1)
correspondendo ao plano tangente & superficie da esfera em (0, 1,0)
(esboce a figura).

Usando a mesma ideia para os restantes pontos demonstramos que S?
é uma 2-variedade.

2. A superficie de um toro é dada por

1= (. er (Vari-r) + 2 =07,

onde 0 < r < R sao fixos.

Uma transformacao de coordenadas apropriada é
#(0,p) = ((R+rcosy)cosb, (R+rcosy)sinb, rsinp)

com (0, ) € V =]0,2x[x]0,2x[. E simples verificar que ¢ é C!, in-
vertivel com inversa continua em ¢(V') e a caracteristica de D¢ em V
é igual a 2. O conjunto ¢(V) ndo inclui os pontos que correspondem
a @ = 0 ou ¢ = 0. Parametrizagbes em torno destes pontos podem ser
obtidos escolhendo outro V. Desta forma 7?2 é uma 2-variedade.

FExercicio 1.2.4.

1. Mostre que o cilindro infinito M = {(z,y, 2) € R3: 22 +y? = 1} é uma
2-variedade.

2. Descreva parametricamente e determine a dimensao de cada uma das
seguintes variedades:

(a) M ={(z,y,2) eR*: 2® + 9> =1,y > |2, |2| < 2}.
(b) M = {(z,y,2) € R3: (/o2 +y2 —4)2 + 22 =1}
() M ={(z,y,2) € R®: 2> +y*/4+2%/9 = 3}.

3. *Descreva T2 usando coordenadas cilindricas.

1.3 Representacao implicita

Nesta seccao queremos encontrar defini¢oes equivalentes de variedades, que
nos irdo permitir construir mais exemplos de uma forma simplificada. Vamos
ver que uma variedade corresponde localmente ao grafico de uma funcao e
aos zeros de uma outra funcao relacionada.
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1.3.1 Grafico de uma funcao

Dada uma funcgao f: W — R"™ definida num conjunto W C R™, o grafico
de f em W é o conjunto

Gr={(z,f(x)) eR": x € W}.

Provamos primeiro que o grafico de uma funcao C' é uma variedade.

Proposigao 1.3.1. Seja W C R™ aberto e f € CH(W,R"™™). Entdo Gy é
uma m-variedade.

Demonstragao. Seja ¢: W — R™ dada por ¢(z) = (x, f(x)). Logo, ¢ €
Ck, (W) = Gy, rank Dg(z) = m e ¢~ (z,y) = z é C°. Logo, ¢ é uma
parametrizacao local e Gy é uma m-variedade. O

O préximo teorema indica que uma variedade é localmente o gréfico de
uma funcao.

Teorema 1.3.2. Seja 1 < m < n. Um conjunto M C R™ é uma m-
variedade sse dado p € M existe uma vizinhanca U C R™ de p, um aberto
W C R™ e uma funcio f € CH(W,R"™™) tais que

MNU = Gf.
Demonstracao.

(<) Proposigao 1.3.1.

(=) Considere uma m-parametrizacio ¢: 1% = U de M em torno de um
ponto p com ¢(0) = pe M NU = ¢(V). Como rank Dp(t) = m,
reordenamos as componentes ¢(t) = (x,y) de forma a x = ¢1(t) € R™
e det D¢y(t) # 0. As restantes coordenadas sao y = ¢a(t) € R*™™.
Pelo teorema da fungao inversa (ver Anexo A.1), ¢ ¢é invertivel numa
vizinhanca de 0, V C V, i.e. existe a inversa <;51_1 de classe C'! dada
por t = ¢; () numa vizinhanga de ¢;(0).

Seja f(x) = p2 0 ¢y () com & € W = ¢1(V). O gréfico desta fungio
C! em W ¢ dado pelos pontos (i, f(x)) = (¢1(t), ¢2(t)) com t € V.
Ou seja, o grafico é igual a M NU onde U C U é uma vizinhanca de p.

O]

Exercicio 1.3.3. *Calcule o espaco tangente e o espago normal num ponto
do gréfico de uma funcio f € C*(W,R"~™) com W C R™ aberto.
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1.3.2 Conjunto de nivel

Seja S C R™ aberto e F': § — R"™™ com m < n. Um conjunto de nivel
de F é a pré-imagem de um valor no contradominio de F. Ou seja, se
c € F(S), entao

Fle)={zeS: F(z)=c}

é um conjunto de nivel?.

Teorema 1.3.4 (teorema da fungao implicita). Seja (zg,yp) € R*™ x R™.
Se (zo,y0) € F~Y(c) e det %—g(xo,yo) # 0, entdao existe uma funcdao f €
C*(U,V) definida numa vizinhan¢a U C R™™™ de x¢ com valores numa
vizinhanca V- C R™ de vy, tais que

Fle)n(UxV)=Gy.

FEzercicio 1.3.5. Demonstre o teorema anterior baseando-se no Teorema A.1.1
do Anexo A.1l.

Um ponto p € S é ponto regular de F' sse rank DF(p) = n—m. Um ponto
critico de F' é um ponto nao regular. Se o conjunto de nivel de ¢ € F(S)
contém um ponto critico, entdo é um valor critico de F. Caso contrario, se
F~!(c) apenas contém pontos regulares, ¢ é um valor regular.

Erercicio 1.3.6. Seja F(z,vy,2) = 22+y*—2% com DF(x,y, z) = (2, 2y, —22).
O rank DF(z,y,2) é igual a 1 em R?\ {(0,0,0)} e a zero na origem. Logo
(0,0,0) é um ponto critico com valor critico 0. Os restantes pontos sao
regulares, e F(R3)\ {0} = R\ {0} é o conjunto dos valores regulares.

Vamos agora ver que os conjuntos de nivel para valores regulares sao
variedades.

Proposicao 1.3.7. Se ¢ um wvalor reqular de F, entdo F~1(c) é uma m-
variedade.

Demonstragdo. Escrevendo p = (zg,y0) € F~'(c) onde 29 € R™ e yo €
R™ ™ temos F(xo,y0) = ¢ e rank DF(x0,y0) = n — m. Note que podemos
escolher a ordem das coordenadas (z,y) € R™ x R"™™ tal que as n — m
colunas linearmente independentes de DF'(xq,yo) sejam as ultimas, corres-
pondendo a coordenada y. Isto é, temos det %(mo, yo) 7 0. Pelo teorema da
funcao implicita, o conjunto de nivel é localmente o grafico de uma fungao
C'. Pelo Teorema 1.3.2 é uma m-variedade. O

Mostramos agora que o grafico de uma funcao é o conjunto de nivel de
um valor regular.

2 A notacio mais rigorosa para conjunto de nivel deveria ser F~'({c}). No entanto, de
forma a simplificar a escrita, iremos usar F~'(c).
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Proposigao 1.3.8. Seja W C R™ aberto e f € CH(W,R""™). Entdo existe
F e CY(W x f(W),R"™) tal que Gy = F~1(0) e 0 € um valor regular de
F.

Demonstragdo. Seja F(z,y) =y — f(z) comz € W ey € f(W). Temos
assim que F'(z,y) = 0 é equivalente a y = f(x) que corresponde aos pontos
no grafico de f. Finalmente, é facil verificar que rank DF'(x) =n —m. O

O teorema seguinte permite representar localmente variedades diferen-
ciais como o conjunto de nivel de uma fungao. Serve assim como critério
simples e util para a identificacao e construcao de variedades.

Teorema 1.3.9 (Representacao implicita). Seja 1 < m < n. Um conjunto
M C R™ é uma m-variedade sse dado p € M existe uma vizinhangca U C R™
de p e uma funcdo F € CY(U,R"™™) tais que

e MNU={z€U: F(x) =0},

e 0 é um valor reqular de F (i.e. rank DF(z) =n—m, z€ MNU).
Demonstracao.

(<) Proposigao 1.3.7.

(=) Usando o Teorema 1.3.2, para cada p € M temos uma vizinhanga
U C R" e um aberto V' C R™, sendo M NU o grafico de uma fungao
f. Basta agora utilizar a Proposicao 1.3.8.

O]

Ezemplo 1.3.10. Considere o duplo cone M = {(z,y, z) € R3: 22 +y? = 22}.
Seja U = R3 e F(x,y,2) = 22 + y?> — 22. Temos entdo DF(x,y,2) =
[23: 2y —2,2] e

1 0,0,0
I‘ankDF([I;’y,Z): ) (x;y;Z)?é( S )

07 (xvyaz) - (0,0,0)
Entao, apenas (0,0,0) é um ponto critico. Ou seja, M \ {(0,0,0)} é uma
2-variedade.

Exemplo 1.3.11. A hipérbole M = {(z,y) € R?: 22 — y?> = 1} é uma 1-

variedade pois F(z,y) = 22 — y?> — 1 é C! com valor regular 0.

Eremplo 1.3.12. Seja M = {(z,y,2) € R3: 22 +4?/2 = 1,y — 2z = —1}.
Consideremos F(z,y,2) = (#24+y?/2—1,y—2z+1). Como rank DF (z,y, z) =
2, M é uma 1-variedade.
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1.3.3 Espacos tangente e normal

Podemos ainda determinar os espacos tangente e normal a uma variedade
num ponto usando a representacao implicita.

Recorde que uma funcao escalar f é uma fungdo com valores em R, e
que o vector gradiente de f denotado por V f é simplesmente a derivada de

f.

Teorema 1.3.13. Considere a representacao implicita de uma m-variedade
M C R"™ em torno de um pontop € M dada por uma funcdo F € C1(U,R"*™™)
para um aberto U C R™. Entdo,

T,M =ker DF(p) e TyM* =span{VFi(p),...,VE, m(p)}
onde VF;(p) sao as linhas de DF (p).

Demonstracdo. Considere uma parametrizacao de M em redor de p dada
por ¢: V. — M NU com ¢(0) = p. Como para qualquer ¢ € V' temos que
#(t) € F710), i.e. Foog(t) =0, entdo DF(¢(t)) Dp(t) = 0. Assim, para
t=0,2=1,....n—mej=1,...,m,

VE(p)- 32(0) 0.

Le. as linhas de DF(p) sdo ortogonais a todos os vectores da base de T),M.
Logo, T,M L é 0 espaco de dimensdo n — m gerado pelas n — m linhas
de DF(0) que sao linearmente independentes. Por outro lado, o espago
tangente é o nicleo (kernel) da matriz DF(p). O

Ezxercicio 1.3.14. Considere as variedades seguintes e determine as suas di-
mensoes e espagos tangente e normal no ponto p:

L. M ={(z,y,2) eER3: 2+ 42 =1, z=2? —y?}, p=(1,0,1)
2. M ={(z,y,2) €ER3: 22 +y2 =22 +1,0< 2 <2}, p=(0,v/2,1)

1.4 Extremos condicionados

Seja : D — R uma funcio escalar C' definida num aberto D C R™. Con-
sidere ainda uma m-variedade diferencial M C D com 1 < m < n. O nosso
objectivo é determinar os extremantes e os extremos da fungao p|M que
consiste na restrigdo de ¢ a M. Recorde que p é extremante de ¢ se ¢(p) é
um extremo de ¢.

Note que M nao contém qualquer aberto de R™ (pois a dimensao da varie-
dade m é inferior a do espaco ambiente n). O que significa que ndo podemos
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simplesmente procurar os pontos de estacionaridade (onde a derivada de ¢
se anula) que estejam em M. Em geral os pontos extremantes de ¢|M nao
sao pontos de estacionaridade de ¢.

Teorema 1.4.1. Se p € extremante local de p|M, entdo

Vo(p) € T,M™*.

Demonstragao. Considere a parametrizacao ¢: V — M NU de M em redor
de p € M tal que ¢(0) = p. Sejai=1,...,me ¢;: ]| —0,0[— R dada por

Vi(t) = p o ¢(tes),

onde § > 0 é tomado suficientemente pequeno e e; é o vector da base candnica
de R™ com 1 na coordenada i. Como v; é C! e p é um extremante local
de ¢ em M, entao 1; tem ponto de estacionaridade em 0, i.e. 9.(0) = 0.
Assim,

¥i(0) = Vo(p) D¢(0) €; = 0.

Logo, V(p) é ortogonal as colunas de D¢(0). Ou seja, Vo(p) é um vector
normal. O

Observagao 1.4.2. O vector gradiente V(p) pode ser decomposto na soma
de um vector tangente v € T, M e um normal u € TpMJ-, Vo(p) =v+u. O
teorema acima afirma entao que se p é um extremante de ¢|M, entdo v = 0.

Recorde que uma variedade é localmente o grafico de uma funcao. Isto
é, para cada p € M existe uma vizinhanga U e uma funcao f: W — R*™™
com W C R™ tal que M NU = Gy. Assim, os extremos locais de ¢ em
M N U sao os mesmos da funcao g: W — R dada por

9(x) = p(x, f(2)).

Ezemplo 1.4.3. Considere p(z,y) = 22 —y? e M = {(z,cosz) € R?: x € R}.
Logo, f(x) = cosz e W = R. Temos entdo g(x) = p(x,cosx) = 2% —
cos® z. Para determinar os extremos locais de ¢ basta estudar os zeros da sua
derivada e a segunda derivada dos pontos de estacionariedade. De ¢'(z) = 0
obtemos 2z = sin(2x) que tem solu¢do x = 0. Como ¢”’(0) =4 > 0, g
tem um minimo em 0. Finalmente ¢ restringida a M tem um minimo em

(0,cos0) = (0,1).

1.4.1 Meétodo dos multiplicadores de Lagrange

Considere a representacao implicita de M, ou seja para cada p € M a
existéncia de uma vizinhanca U C R" de p e F € CY(U,R"™™) tais que
MNU = F~10) erank DF () =n —m, x € M NU. Pelo Teorema 1.3.13,
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o gradiente de ¢ em p pertence ao espaco normal a M em p sse é uma
combinacao linear das linhas de DF(p). Ou seja, existem Aj,... A\p—m € R
tais que

Vo) +MVFi(p)+ -+ X VE,_n(p) = 0.

Aos escalares A1, ... A\p_m dé-se 0 nome de multiplicadores de Lagrange.
Note que podemos rescrever a expressao acima como

VQO(p) + ()‘17 SRR )\n—m) DF(p) =0.

Iremos usar o Teorema 1.4.1 para determinar candidatos a extremos de
w|M. Estes serao os que verificam a condigdo do gradiente ser normal a
variedade. Um método pratico de determinagao destes pontos é o seguinte.
Definimos a funcao Lagrangeana

L:(DNU)xR"™™ =R, (,A) = p(z)+ A F(z),

onde A = (A1,...,A\p—m), € as suas derivadas parciais
oL oL
55 (&N =Ve(@) +ADF(@) e o-(x,A) = F(z).

Assim temos que se p € M é extremante de ¢|M, entao existe \ tal que
VL(p,\) =0.
Ou seja, V(p) € T,M* e F(p) =0 (ie. p€ M).
FEzxzemplo 1.4.4. Queremos determinar os pontos de
M={(z,y,2) ER3: x+2=1,22 +¢*> =2}

mais proximos da origem. Para isso consideramos uma fungao ¢ que mecga
a distancia & origem. Escolhemos p(x,y,2) = 22 + 3% + 22 > 0 em lugar de

(z,y,2) = V2% + y2 + 22 de forma a simplificar os calculos.

O conjunto M é uma 1-variedade (uma curva) pois podemos defini-la
implicitamente usando F(x,y,2) = (z+2— 1,22 + 3% — 2) e observando que
rank DF (x,y, z) = 2 para (z,y,2) € M.

Temos entao
Ly, 2, M, ) =22 + 12+ 22+ Mz +2—1) + Xa(z? + 92 — 2).
Finalmente, VL(z,y, z, A1, \2) = (0,0,0,0,0) tem solugoes

(—1—\/5 3+\/5) (—1—1-\/5 3—\/5>
p1= ; ; p2 = ;0

2 >0 2 2 2
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para algum A que nao nos interessa calcular. Estes sao os possiveis extreman-
tes. A fungéo ¢ é limitada inferiormente e diverge quando ||(z,y, 2)|| — +oo.
Logo tem que ter um minimo que devera corresponder a um dos pontos de-
terminados acima. Como 0 < ¢(p2) = 5 —2v5 < ¢(p1) = 5 + 2v/5, entdo
p2 € o minimizante global, i.e. o ponto de M mais préximo da origem.

Ezercicio 1.4.5. Determine os extremos de ¢ em M:
1. p(z,y) =2, M = {(z,y) € R?: 22 + 2y* = 3}.
2. p(x,y) =2*+y* M ={(r,2) e R?: x € R}.
3. o(z,y,2) =2, M ={(2,y,2) ER3: 22 + 9> =2 2+ 2 =1}

FExercicio 1.4.6. Decomponha a unidade num produto de trés niimeros po-
sitivos cuja soma seja minima. Sugestao: Escreva a soma como uma funcao
a minimizar, sobre a superficie que corresponde ao produto de trés nimeros
positivos igual a 1.

Ezercicio 1.4.7. Dados R > r > 0, considere o conjunto
2
= {epae®s (Virri-r) +2 =2l

1. Mostre que M é uma variedade diferencial e calcule dim M.
2. Determine T,M e Tle para qualquer p € M.
3. Seja ¢: R3 — R dada por ¢(z,y, 2) = y. Calcule os extremos de ¢|M.

Ezercicio 1.4.8. *Considere uma matriz A simétrica 3 x 3 néo nula, e a
funcdo ¢: R?* — R dada por

1
o(x) = -z Ax.
2
Sabendo que ¢ tem méaximo e minimo na 2-esfera

52:{x6R3:x-x:1},

mostre que existe zg € S% e 3 # 0 tais que Azy = Bxo.

1.4.2 Classificagcao de extremos

Seja A uma matriz quadrada simétrica com dimensao n X n e B uma matriz
(n—m) xn onde 0 < m < n. Dizemos que A é definida positiva em ker B
(escreve-se A > 0 em ker B) se vT Av > 0 para qualquer v € ker B\ {0}. Por
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outro lado, A é definida negativa em ker B (A < 0 em ker B) se v’ Av < 0
com v € ker B\ {0}. Considere ainda a matriz

0 B
= [BiT Az}

onde A; é a matriz i X ¢ constituida pelas primeiras ¢ linhas e ¢ colunas de
A, e B; é a matriz (n —m) X i das primeiras i colunas de B.

O seguinte critério de classificagao pode ser encontrado na literatura.

Teorema 1.4.9.

1. A>0 emkerB sse (—1)"""detC; >0, i=n—m+1,...,n.

2. A< 0 emkerB sse (—1)detC; >0, i=n—m+1,...,n.

i

Ezxemplo 1.4.10. Sejam

e B= [1 2]. Temos assim
01 2
Co=11 2 1
2 1 1

Como (—1)det Cy =5 > 0, temos que A > 0 em ker B.

Tomemos agora a funcdo Lagrangeana £ com ¢ e F funcoes C2. A
segunda derivada de £ em ordem a x é uma matriz simétrica n x n dada
por

(@) = D?p(z)+ Y ND*Fi(z).
=1

Note que ker DF (z) = T, M.

Teorema 1.4.11. Dado (p,\) € D x R"™™ tal que DL(p,\) = 0, seja
A= 82ﬁ(p, A) e B= DF(p). Temos assim que

— 92z

1. se A>0 em T,M, p é um minimizante local estrito de ¢|M,
se A <0 em T,M, p € um maximizante local estrito de ¢|M,
se p € um minimizante local de | M, vT Av > 0 para v € T,M,

se p € um mazximizante local de p|M, vl Av <0 para v € T,M,

AR

se vT Av muda de sinal em T,M, p é um ponto de sela.
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Demonstragao. Vamos mostrar primeiro que se p nao é um minimizante
local estrito de ¢|M, entdo A nao é definida positiva em ker B = T, M.
Assim, para qualquer € > 0 existe z(¢) € M N B:(p) \ {p} tal que

p(x(e)) < @(p)-

Considere as sucessoes ¢, > 0 tal que ¢, — 0, x, = z(e,) > pe

Ipn — P
Yn = T
lzn —
Como y, estd contido no compacto C = {z € R": ||z|| = 1} para qualquer

n > 1, existe uma subsucessao convergente y;, — y € C' com y # 0.

A expansao de Taylor de F' em torno de p é dada por

F(ay,) = F(p) + DE(p)(xk, —p) + olllzx, —2l)-
Como F(zy,) = F(p) = 0 por serem pontos em M, temos
o(llzx, —pl)
[k, — pll

Pelo teorema de Taylor, a segunda parcela tende para 0 quando xi, — p
(i.e. n = +00). Entao, DF(p)y = 0, ou seja y € T,M \ {0}.

DF(p)yk, +

n

=0.

A férmula de Taylor para L(z) = L(z,)) (fixamos A) em torno de p
implica

L(w,) = L(p) + DL(p) (ax, —p) + g (w, — ) Al —p) + o, — o)

Logo,

e ol — o) f,) )
iykn Ykn + T — 2

2k, — pll [k, — pll
Para n — 400, ficamos com y” Ay < 0, o que completa a demonstracio
de (1).

<0.

As restantes demonstracoes ficam como exercicio. O

Ezercicio 1.4.12. Determine e classifique os extremos de ¢ em M:

L. p(x,y) =22 —y%, M = {(z,y) € R?: 22 +y%> =1}

2. o(z,y) = 2y, M = {(z,y) € R?: 22 +9? = 2a%}

3. p(w,y)=at+y L, M={(z,y) eER* 2 +y ?=0a"?}

4 p(a,y,2) = +y+z, M ={(z,y,2) € R®: (1/z) + (1/y) +(1/2) = 1}
5. o(z,y,2) =2 + 2y — 22, M = {(2,9,2) €R®*: 22 —y = 0,2 + z = 6}
6. o(z,y,2) =x+y, M ={(x,y,2) € R3: 2y = 16}

7. *o(z,y,2) = xyz, M = {(2,y,2) € R®: x4+y+z =5, zy+az+yz = 8}
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Capitulo 2

Integral de Riemann

Neste capitulo iremos primeiro generalizar o conceito de integral de Riemann
para funcgoes definidas em subconjuntos de R™.

2.1 Integral de Riemann

O integral de Riemann para funcoes com uma varidvel num intervalo de
R é obtido como o limite do integral de fungoes em escada, definidas em
particoes cada vez mais finas. Iremos generalizar estes conceitos para di-
mensoes superiores.

Dizemos que um conjunto I é um intervalo de R" sse é dado por
I:Il X oo X In onde I,‘ = [ai,bi],

para alguma escolha de a; < b;. Note que cada I; é um intervalo fechado e
finito de R.

O n-volume de um intervalo I é naturalmente definido por
vol,(I) = (by —a1) -+ (bn — an).

Uma particao de um intervalo I é um conjunto de pontos em I dado

por
P=P x--- X Py,

onde P; = {z0,...,%im, } ¢ uma particdo de I; em R, com m; € N. Ou

seja, temos a; = ;0 < w1 < -+ < Tim; = b;, 0 que significa que cada I;

pode ser decomposto em m; subintervalos I; ; = [a:i,j, mi,jﬂ]. Temos entao

m;—1

L= Ly
j=0

17
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Finalmente, I pode ser decomposto em M = [[;"; m; subintervalos na

forma
mi1—1 mp—1
I= U U i
71=0 Jn=0
onde

le,"',jn = Ile X X In,jn'
Podemos ordenar estes conjuntos denotando-os por Ry, com k=1,... M.

Exemplo 2.1.1. Considere o rectangulo I = [0,1] x [0,2]. Se escolhermos

P, = {0, %, %, 1} e P, = {0, %, 2}, temos que

rfon. (02) 02, (39) (33
(19)-(20)-G2)-(12)-00 (1) 0

Neste caso m1 = 3 e mg = 2. A particdo corresponde assim & decomposi¢ao
de I nos seguintes 6 subintervalos

I=RiURyUR3UR4URs5U Rg,

com

1 1 1 2 1 2 1
= 0.2 - — |-z - — 121 -
Rl |:O7 3:| X |:072:|7 RQ |:373:| X |:O72:|7 R3 |:37 :| X |:072:|7

1 1 1 2 1 2 1
re= o] <[] mo= (53] < [2] me=[5] <[5

Uma funcao s: I — R é fungao em escada sse existe uma particao tal
que s é constante no interior de cada subintervalo Ry.

Ezemplo 2.1.2. Usando a particao do exemplo anterior, considere a funcao
em escada dada por s(x) = k quando = € Int Ry.

Seja s uma fungao em escada em I e s(Int R) = {sx}. O integral de s

em [ é definido como u
/S = Z sk vol(Ry).
1 k=1

FEzemplo 2.1.3. Considere a fungdo em escada s do exemplo anterior. Entao,

6
1 2 3 12 15 18 51
=Y kvol(Rg) = +-+-+—+——+—=—.
/Is kzl vol(Re) = c+ o+ ot o+ o+ =5
Observacdao 2.1.4. Note que para o calculo do integral é indiferente o valor
de s na fronteira de Ry. Dai a definicao de fungéo em escada nao ter em
conta esses valores.
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Iremos usar a definicao de integral de uma fungéo em escada para intro-
duzir o integral de fungoes mais gerais.

Seja f: I — R limitada. Considere

/f = sup {/3: s < f,s é funcao em escada}
JI I

/f:inf{/t: f <t,téfuncao em escada},
I I

onde g < f significa g(x) < f(z) para qualquer x € I. Dizemos que f é
integravel 4 Riemann em [ sse [, f = [, f. Se f ¢ integravel & Riemann
entao o integral de Riemann de f em I ¢ dado por

fi- -

Iremos usar as seguintes notacoes para o integral:

/If—/If(x)dx—/(lfl---/;nf(xl,...,xn)dxl...dxn.

Ezemplo 2.1.5. Considere I = [0,1] x [0,1] e f(z,y) = zy. Escolhendo a

partigao
1 2 1 2
P=J0—. 2. .1 — 2.
{O’N’N ’}X{O’N’N }

em N2 quadrados, tomamos as funcoes em escada definidas em (z,y) €
Int I; ; por
(z,y) =inf f = ;]7' t(x,y) = =
s(x inf f e x sup f
) y IZ’J 2 Y y p

)

(i+1)(+1)
N2 '

Assim,
N-1 ..
ij (N —1)?
/5: >z volllig) = =
Lig=o

(N+1)2

Procedendo da mesma forma, f 1t= "INz

. Logo,

(N —1)2 /~ . /~ (N +1)?
7 <su s<inf | t< —u2Zt.
aNz - =N TS T TN
1

Tomando o limite N — 400, temos que f é integrdvel e || 1 f=1

Observacao 2.1.6. No teorema 6.4.1 encontra-se um critério de integrabili-
dade a Riemann. Em particular, qualquer funcao continua num intervalo
compacto é integravel a Riemann.
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2.2 Teorema de Fubini

Para fungbes na forma f(z,y) escrevemos f.(y) = f(z,y) como a funcao
que se obtém de f fixando x e apenas variando y. De forma semelhante
escrevemos fy(z).

Teorema 2.2.1 (Fubini). Sejam A C R™ e B C R™ intervalos compactos.
Se f:AxB =R, f: B—=Ref,: A— R sio funcgoes integrdveis a
Riemann, entao

[ o= () a= [ ([ )

Demonstracdo. Considere uma particaio P de A x B. Temos entao que
P = P4 x Pg onde P4 é uma particdo de A e Pg de B. Um subintervalo
de A x B correspondente a P pode ser escrito como R; ; = J; x K; com J;
e K subintervalos de A e B dados pelas partigoes respectivas. Assim,

VOln—i—m(Ri,j) = VOln(Ji) VOlm(Kj).

Esta forma natural de obtermos particoes sera util para determinarmos
funcoes em escada para f, e f, a partir de funcoes em escada de f.

Seja s: A x B — R uma funcao em escada de f tal que ¢ igual a s; ;
em Int R; j e s < f. Uma funcao escada de f, é dada por s,;(y) = s(x,y),
y € B. Podemos facilmente verificar que s, no interior do intervalo K; ¢é
igual a s; ; com (z,y) € Int R; ; e que s; < fy.

Definindo F(z) = [ f» pois f, é integrével, a fungao em escada

S(@) = /B S

verifica s’ < F. Ou seja, s’ toma o valor
8; = Z Si,j VOlm(Kj)
J
quando z € J;. Logo,

/ 5= Zsm voly, (J;) vol, (Kj) = Z s voly, (J;).
AxB ij B

fow= L= L),

Ou seja,
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Aplicando a mesma ideia a t obtemos

fow = U)ot

Como f é integravel, provamos a primeira igualdade do enunciado do teo-
rema. A segunda segue da mesma ideia, trocando a ordem de x e y. O

Observacao 2.2.2. O teorema de Fubini permite-nos integrar cada varidvel
de cada vez, como um integral em R (basta considerar m = 1). Permite
ainda alterar a ordem de integragao, se isso simplificar os calculos.

Ezemplo 2.2.3. Considere f(z,y) = z(z? +y)? e I = [0,1] x [0,1]. Note
que fy e f, sdo ambas funcoes integraveis em [0, 1] por serem continuas.
Supondo que f ¢é integravel, temos que

/Ol/olx(wQ—I—y)2<1la:cly:/01 </01:c(x2—|—y)2dy> dx
-]

[a[Err ],

o~

Observacao 2.2.4. Apesar de termos definido o integral para intervalos I C
R"™, podemos considerar outros conjuntos D C I desde que fora de D
a funcado integranda seja nula. Ou seja, considerando a fungao carac-
teristica de S definida por

1, z€D
XD(x)_{o v & D

/DfZ/IXDf-

Exemplo 2.2.5. Seja f(z,y) = 23y, I = [0,1]x[0,2] e D = {(x,y) € [: 2% <
y < 22?}. Sabemos que f, e fy sao integraveis e assumimos que f integravel.
Assim, fo = f]g com g = fXp,

temos que

0, 0<y<a?
9e(y) = { 23y, 2? <y < 22?
0, 222 < y<1



22 CAPITULO 2. INTEGRAL DE RIEMANN

1 212
:// 23y dy dx
0 Ja2
1 27y=2a2>
—/ z? [y] dx
0 2 ],
_3
S 16

Em alternativa, pelo teorema de Fubini podemos calcular o mesmo integral
fazendo primeiro a integracao em x e s6 depois em y:

12 LoV 2 1 ,
g(x,y dxdy:// :L‘yda:dy+// x y dx dy
|, [ st o Jim W
3

Ezemplo 2.2.6. Seja f: [0,1]2 — R dada por f(z,y) =e* e
D ={(z,y) € [0,1]*: y < x}.

A ordem de integragdo é crucial neste caso. Se integrarmos primeiro em y

obtemos
L 1 2 e—1
/ e’ / dydx—/ xe® dx = .
0 0 0 2

. o . 11 42 ~

Se integrarmos primeiro em x obtemos o integral fo fy e dr dy que nao

sabemos tratar por ndo conhecermos uma forma explicita de uma primitiva
2 . e e s

de e*" (apesar de sabermos ser primitivavel).

FEzxercicio 2.2.7. Calcule:

[

) fol fol(\/y + x — 3zy?) dx dy.

o Jo sin? @ sin? y dx dy.

[\V]

w

: foﬂ/g 07r/2 sin(z + y) dz dy.

W

o Jo Teos(x + )| dx dy.

ot

) ff ff y 32V dx dy.

(@)

. fol foz f03 xy?23 dx dy dz.
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2

Ezercicio 2.2.8. Calcule o volume da regiao por baixo do grafico de f: [0,1]* —

R,
l—z—y, z+y<l1

0, c.c.

f@w%—{
FEzercicio 2.2.9. Esboce D e calcule fD f onde
1. f(z,y) =xcos(x +y) e D é o tridngulo (0,0), (0,7) e (w, ).
2. f(z,y) ="V e D= {(x,y) € R®: [z| + |y| < 1}.

3. f(z,y,2) = 2y?2z3 e D é o sélido limitado pelos trés planos coordena-
dos, pela superficie z = zy e pelo plano x +y = 1.

4. f(x,y,2) = (1+x+y+2)"3 e D é o sdlido limitado pelos trés planos
coordenados e pelo plano z +y + z = 1.

5. f(z,y,2) =vVI+yeD={(z,y,2) eR3: 22 -1<y<1,2>0,0<
z <y}

2.3 Aplicacgoes do integral

O volume de D é definido por

vol(D):/Dl

e a média de uma func¢ao f em D é dada por

1
" = ) /D .

Por exemplo, o centréide de D é o ponto médio z = (z1,...,2,) onde

zi = (x4).

Considerando uma fungao densidade p: D — Rar (pode ser a massa de
um corpo por unidade de volume, a riqueza de uma regiao por unidade de
area, a densidade de probabilidade, etc.) tomamos agora médias pondera-
das. Definimos assim a massa de D como

massaD:/ p
D

e a média ponderada de f em D é dada por

1
<f>p—massaD/Dfp'
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Como exemplo, o centro de massa de D é o ponto z = (z1,...,2,) com
coordenadas
Z; = (.%'z> p-

Exercicio 2.3.1. Calcule a drea e o centréide de
D={(z,y) eR*: 2? + > <1, y+2 <1,y <z}
Exercicio 2.3.2. Sabendo que a densidade de massa do objecto
D={(z,y) eR*: 0<y <2z — 2%}

é p(z,y) = (1 —y)/(1+ x), determine a sua massa e o seu centro de massa.

Ezxercicio 2.3.3. Calcule a distancia média entre um canto de um quadrado
e os pontos do seu interior. Sugestdo: Para calcular a primitiva de v1 + 22,
use a substituigdo x = sinh(«) (recorde que sinh(a) = (e* — e~ %) /2).

Exercicio 2.3.4. Considere o conjunto

D={(x,y) eR*: 2® +y* <1, -y <z < y}.

1. Calcule [, cos(z? + y?) dx dy.
2. Determine o centroide de D.

Ezercicio 2.3.5. *Calcule a distancia média entre um canto de um quadrado
e os pontos do seu interior.

2.4 Mudanca de coordenadas de integracao

Em R utiliza-se a mudanca de coordenadas de integracao para simplificar
integrais. Se encontrarmos uma bijeccao C! dada por g: [¢,d] — [a, b], temos

entao
b g1 (b) fdfogg/ g >0
d — ! d == ¢ ’ -
/a f(x)da /g—1<a) fl9(y) g'(y) dy {fjfogg’y 4 <0

d
— / Fa()) g @) dy.

Vamos generalizar esta ideia para integrais em R".

Seja A C R™ aberto. Uma transformacao h: A — R™ é uma mudancga
de coordenadas em A sse h é O, injectiva e det Dh(z) # 0, x € A.

Observacio 2.4.1. Note que pelo teorema da funcio inversa, h~! também
é uma mudanca de coordenadas. Ou seja, h é um difeomorfismo entre A e

h(A).
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Exemplo 2.4.2. Mudanca entre coordenadas polares e cartesianas no plano.
Considere a transformagio em A =)0, +-00[x]0, 27[C R? dada por

h: A — R? h(r,8) = (rcos@,rsinb).
Temos entao que
e hé(C™
e h é injectiva em A,
o h(A) =R*\ {(z,y) €eR*: 2> 0,y =0},

e det Dh(r,0) =r > 0.

Logo, h é uma mudanca de coordenadas entre A e o plano menos uma semi-
recta.

Ezemplo 2.4.3. Mudanca entre coordenadas esféricas e cartesianas no espaco.
Seja A =0, +00[x]0, 27[x] — F, §[ e a transformagao

h: A — R3, h(r, 8, @) = (rcosf cos p, rsinf cos g, rsin p).

Esta funcao é
o (O,
e injectiva em A,
o h(A)=R3\ {(2,0,2): z >0,z € R},

e det Dh(r,0,¢) =1?cos ¢ > 0.

Finalmente, h é uma mudanga de coordenadas entre A e 0 espago menos um
semi-plano.

Observacao 2.4.4. Nos exemplos acima obtivemos mudancas de varidveis
para todos os pontos do plano excepto uma semi-recta, e para todos os
pontos do espaco excepto um semi-plano. Tanto a semi-recta como o semi-
plano tém volume nulo nos espacos considerados, o que nao afectard os
valores dos integrais.

Teorema 2.4.5 (Mudanga de coordenadas de integracao). Seja A C R™
aberto, h uma mudanca de coordenadas em A, B C h(A) e f: B — R
integravel. Entdo,

/ f (@) di = / £(h(y)) | det Dh(y)| dy.
B h—1(B)
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Exercicio 2.4.6. ***Escreva uma demonstracao deste teorema. Sugestao:
Recorra a biblioteca.

Ezemplo 2.4.7. Seja f(z,y) = e~ (#*1v") ¢ B = R2. Usando a mudanga entre
coordenadas polares e cartesianas temos

/ f:/ f:/ f(rcosf,rsin@)|r|drdb,
R? R2\{(0,0)} h=1(A)

onde A =0, +00[x]0, 27[C R2. Assim,

2m 400 )
/f—/ d@/ e " rdr=m.
R2 0 0

2
Note ainda que [p f = [ e~ dx Jz e Vdy = <fR e‘deaz) . Logo, obte-
mos uma relagdo muito conhecida na teoria de probabilidades

/ e dr = Nz

R

Ezemplo 2.4.8. Considere a esfera sélida de raio R:
E={(z,y,2) € R3: 2% + y* 4+ 22 < R?}.

Para calcular o seu volume usamos a mudanca entre coordenadas esféricas
e cartesianas para obter:

n/2 27 R ) An 5
vol(E)= [ 1= r“cospdrdfdp = —R°.
E —x/2Jo  Jo 3

Ezemplo 2.4.9. Seja

S={(z,y,2) ER*: 2> 0,y > 0,22 + 4> < 2z < /22 + y2}.

Para calcular o volume de .S usamos agora uma mudanca entre coordenadas
cilindricas e cartesianas. Considerando A =]0,400[x]0, 27[xR, seja

h: A — R3, h(r,0,z) = (rcosf,rsinb, z).

E simples verificar que h é uma mudanga de coordenadas e det Dh(r, 0, z) =
r > 0.

Podemos agora rescrever as condicoes de A como 2 < z < ref €]0,7/2[.
A primeira condigao obriga a que r €]0, 1[. Finalmente,

w/2 rl pr T
Vol(S):/lz/ / / rdzdrd@zﬂ.
S 0 0 Jr2

Exercicio 2.4.10. Calcule o volume de um toro.
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FEzercicio 2.4.11. Use uma mudanca linear de coordenadas para calcular
/(:1: —y)?sin®(z + y) dz dy
S

onde S é o paralelogramo com vértices (m,0), (27, 7), (7,27) e (0, ).

Ezercicio 2.4.12. Mostre que:

L [sflz+y) dxdy—f f(u) du onde

S={(z,y) € R®: |z| + |y| < 1}.

2. o f o f(zy) dx dy = log(2 fl u) du onde S é a regido no primeiro qua-
drante de R? limitada pelas curvas zy = 1, xy = 2, y = x e y = 4x.

Exzxercicio 2.4.13. Considere o conjunto
S={(z,y) eR?: —l<z<2 2 <y<a®+1}

e a fungao g: R? — R? dada por g(z,y) = (z,y — 22).

1. Mostre que ¢ é uma mudanca de coordenadas.
2. Use g para calcular fs z? dx dy.
Ezercicio 2.4.14. Considere o conjunto
S={(z,y,2) eR:0<a<l,z’-1<y<a® a®<z<a’+2}

e a funcdo g: R?* — R3 dada por g(z,y, 2) = (z,y — 22,z — 23).

1. Mostre que g é uma mudanca de coordenadas.

2. Use g para calcular

z — 23
/ 1522 drdydz.

Ezercicio 2.4.15. Calcule o volume tri-dimensional dos seguintes conjuntos:

.S ={(z,y,2) eR>>2>0,y>0,2>0,92+22<x+1/2,2 <

3/2 — \y? + 22}

2.8 ={(z,y,2) ER3: x>0,y >00<2z<a2+y? 22 +y? +22 <
1.
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Ezercicio 2.4.16. * Para cada a > 0 e n € N, considere o conjunto
n
By (a) = {w e R™: Z || < a} .
i=1

Prove que o volume n-dimensional de By, (a) é dado por

(20"

n!

vol, Bp(a) =

Sugestdo: Mostre que vol, By, (a) = a" vol, By(1) e que vol,41 Bpt1(l) =
2/(n+ 1) vol, B, (1) para qualquer n € N.



Capitulo 3

Integracao em variedades

Vamos agora integrar funcoes restringidas a variedades diferenciais. Temos
que tomar em atencdo que iremos integrar em dimensoes inferiores a do
espago ambiente R"™.

3.1 Integrais de funcoes escalares em variedades

Seja M uma m-variedade em R™ com 1 < m < n, e f: M — R uma funcao
escalar. Considere uma parametrizacao de M em torno de um ponto p € M,
dadapor ¢: V. — MNU,onde V C R™ é aberto e U C R" é uma vizinhanca
de p. Assim, definimos o integral de f em M NU por

/ f dvp = / f 0 $(x) /det(Dé(x)T Dg(x)) da ... dz.
MnNU o~ 1(MNU)

O integral de f na m-variedade M pode ser obtido como a soma dos
integrais sobre uma cobertura de M, i.e.

onde M C |J,U; U Uj S; e U; sao os termos de uma sucessao de conjuntos
abertos disjuntos dois a dois (i.e. U; NU; = () se ¢ # j) correspondendo a
parametrizacoes locais ¢;: V; = M NUj;, e S; sao subconjuntos da uniao das
fronteiras dos Uj.

Observacdao 3.1.1. Quando m = n, i.e. a variedade é um aberto de R",
obtemos a férmula de mudancas de varidveis de integracao obtida no Teo-
rema 2.4.5. De facto, para m = n temos que D¢(x) é uma matriz quadrada
e det(Do(z)" Do(x)) = (det(Dg(x)))>.

29
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Observacdao 3.1.2. Se m < n, é importante nao confundir fodvm com
o integral [,, f(z)dz;...dx,. No primeiro apenas temos m varidveis de
integragao, enquanto que no segundo temos n. Note que o segundo é igual
a zero.

Observagdo 3.1.3. Usamos por vezes a notacao [y, f dvy, = [, f(z) dvy,(z).

Ezemplo 3.1.4. Considere uma curva I' C R" parametrizada por ~v: ]a, b[—
R™. Integrar uma funcgao escalar f: I' — R corresponde entao a calcular

b
[ o= [ for A0 T B
b
= [ forw I

Podemos aplicar esta férmula & circunferéncia unitaria S' € R? e & funcdo
f(z,y) = z. Obtemos assim fsl fdv, =0.

Teorema 3.1.5. fM f dv,, ndo depende da parametrizacdo de M.

Demonstragao. Considere duas parametrizacoes diferentes de M em p dadas
por ¢1: Vi == MNUe@¢y: Vi - MNU. Considere a mudanga de coorde-
nadas entre ambas, i.e. Y = ¢2_1 o¢1: Vi = Va. Assim, D¢y = D¢ o) Dip.
Note que D1 é uma matriz m x m.

Temos entao
det(D¢T D) = det(Dey 0 ) DY) Depg 0 1) D
= det DY (Dpy 0 " Dgpy 0 1)) Dy
= (det Dv))? det(Dey o 1T Dy 0 1)).

Usando esta expressao na férmula para o calculo do integral

/ 1 0 é1y/det DoT Doy =
¢ H(MNU)

_/ f oo 0t|det Dyp| \/det Doy 0 4T Dz 0
¢~ Logy ' (MNU)

_ /d)l(M  feon/deeDst Do
1 n

onde usdmos o teorema de mudanca de coordenadas de integracao. O

Ezercicio 3.1.6. Calcule \/det D¢pT D¢ para a parametrizacao ¢ de um ci-
lindro e de um toro.

Ezercicio 3.1.7. Considere a curva em R? dada por
I = {(z,y) € R?: 92% + 49* = 36}.
Calcule o integral em I' da funcao f: R? — R dada por f(x,y) = /812 + 16y2.
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3.2 Aplicagoes

Uma aplicagao dos integrais é a determinagao do volume de variedades,
centréides e centros de massa. Definimos o volume de uma m-variedade M

€como
vol M = / 1dv,,
M

e a média de uma fungao f em M é

1
<f> = VOIM/Mfdvm'

Por exemplo, o centréide de M é o ponto z = (z1,..., 2,) onde

Dada uma funcao densidade p: M — R, a massa de M é

massa M = / 0 dvpy,
M

e a média ponderada de uma funcao escalar f em M é

1
<f>ﬂ = massa(M) /M fpdvm

O centro de massa de M é o ponto z = (z1, ..., 2z,) com
Z; = <xz>p

Exemplo 3.2.1. Seja M = {(z,y,2) € R®: 22 + y? + 22 = R?} a superficie
de uma esfera com raio R > 0. Usando coordenadas esféricas (6, ) para
construir uma parametrizacao de M, obtemos

\det Do(9, 9)T D6, ) = B[ cos g,

Podemos agora calcular a area de M:

2 pw/2
/ 1dvy = / / R%cos pdydf = ATR?.
M 0 —7/2

Ezercicio 3.2.2. Calcule a area da superficie de um cilindro e de um toro.
Ezxercicio 3.2.3. Esboce o caminho «(t) = (cost,sint,t), 0 < ¢t < 4w, e
calcule a sua massa se a densidade de massa ao longo da curva é dada por
p(z,y,2) = 22+ y? + 22

Exercicio 3.2.4. Calcule o centréide de M = {(z,y,2) € R3: 22 + 9% + 22 =
a?, >0,y>0,2>0}
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Ezercicio 3.2.5. Considere a superficie M C R? obtida como a interseccio
entre o cilindro 2% + y? < 2z com o cone z? + 3% = z2. Calcule fM f onde
fla,y,2) =a* =yt + 2% — 2?2 + L.

Ezercicio 3.2.6. * Sejap: M — Ronde M = {(z,y,2) € R®: 2 = f(x,9), (z,y) €
V} com f € CL(V) e V C R% Mostre que

/ sodvzz/w(:v,y,f(:v,y))\/lJr\Vf(x,y)!dedy.
M 1%

FEzxercicio 3.2.7. ** Repita o exercicio anterior para uma (n — 1)-variedade
M C R"™.

3.3 Teorema da divergéncia

Seja D C R™ aberto e limitado. Iremos usar a notagao 0D para a fronteira de
De D =1Int DUID é o fecho de D. Dizemos que D é um dominio regular
sse Int D = D e 9D é uma (n — 1)-variedade. Note que D é compacto.

Exemplo 3.3.1. Seja D = {(z,y,2) € R®: 22 + 4% + 22 < 1}. Temos que
Int D = D e D = S?, logo D é um dominio regular.

Exemplo 3.3.2. Considere D = {(z,y,2) € R®: 22 + 92 4+ 22 < 1,z # 0}.
Neste caso, Int D # D.

Seja um dominio regular D e p € dD. Note que a dimensao do espago
normal a dD em p é 1 pois dim7,0D = n — 1. Se F é a funcio C*
que representa implicitamente a variedade numa vizinhanca U de p, i.e.
ODNU ={z e U: F(x) =0}, entao VF(p) é ndo nulo e gera o espago nor-
mal. Existem assim dois vectores normais com norma unitaria. A normal
exterior unitaria a 0D em p é o vector

i) — 4 VE®)
#) = 1 TF )T

onde o sinal é escolhido de forma a existir § > 0 tal que p + tv(p) € D,
t €]0,6[. Pela construcao de v(p) é simples verificar que v é uma funcao
continua.

Dado S C R", uma funcdo X: S — R" é chamada campo vectorial
em S. Considere que X é C! e S é aberto. A divergéncia de X é a funcao
escalar em S dada por

00X, 00X,

divX = —= . )
v ox1 Tt oxy,

Chama-se ao integral faDX -vdv,_1 fluxo de X por 0D.
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Exercicio 3.3.3. Dados (79, %0, 20) € R3 e R > r > 0, considere a 2-variedade
de R3 dada por

M = {(:c,y,z) c R3: (\/(x_x0)2+(y_y0)2_R)2+(Z—Z0)2 P

1. Determine a normal unitaria v com terceira componente positiva em
cada ponto de M.

2. Calcule o fluxo de X (z,y,2) = (0,1,1) segundo v, i.e. [, X -v.

3. Repita a alinea anterior para
X(z,y,2) = (z + arctan(y? + 23), e, 22 — 2 + 1).

Teorema 3.3.4 (Teorema da divergéncia ou teorema fundamental do célculo
para integrais multiplos). Sejam um dominio reqular D C R™ e um campo
vectorial X € C1(D,R"). Entdo,

/ divX = X -vdvu,_1.
D oD

Observacao 3.3.5. No caso n = 2 este teorema é conhecido como teorema
de Green (ver exercicio 3.3.11), e para n = 3 como teorema de Gauss.

FExercicio 3.3.6. Detenha-se por alguns momentos a apreciar o resultado do
teorema da divergéncia.

Demonstragao. Como 0D é uma (n— 1)-variedade, é localmente o grafico de
uma funcdo C'. Le. para cada zg € 0D existe um intervalo aberto U C R”,
um aberto V.C R*""! e f € CL(V,R) tais que ¢(7) = (z, (7)), 7 € V, é
uma (n — 1)-parametrizacdo. Por outro lado, para cada xy € D existe um
intervalo aberto U C R"™ tal que z9 € U C D. A colecgao destes intervalos
abertos dos dois tipos acima cobrem D. Como D é compacto, existe uma
subcobertura finita {U;} com

Considere para cada i = 1,..., N, uma funcio C!, ¢;: R® — [0, 1], tal
que:

e 0 seu suporte, i.e. o fecho de {x € R": ¢;(x) # 0}, estd contido em

U;

. ZZJL @;i(z) = 1 para qualquer x € D.

of
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Note que como ¢; é continua, na fronteira de U; temos ¢;(x) = 0.

Temos entao,

aDX'Vdvn_l :/ (Z%) X vdo,—1 = Z/BD(‘]U w0 X - vdup_1
= ZZ/ i X vk dvn—1
i=1 k=179

DNU;

De forma semelhante obtemos

al (i Xk)
divX = / div(¢p; / OpiXy)
/D ; DU, (piX pru; O,

Vamos agora estudar os termos destas duas expressoes para verificar que sao
iguais.

Se U; :](11, bl[X .- -]an,bn[c Dentao 0DNU; =0 e

/ @i Xy dvy—q1 = 0.
oDNU;

Além disso, pelo teorema fundamental do célculo integral,
b
QOsz " =b
/DmU e / / [0i Xk] IZ a’; dry...dxg_1drKyy ... doy,

pois ; anula-se na fronteira de U;.

n

Mz

=1 k=1

Resta-nos estudar o caso 0D NU; # ). Para cada k = 1,...,n, usamos a
parametrizacao (apés um reordenamento das coordenadas) ¢: V' — U; dada
por

¢(&7) = (xl, ey L1, f(f),xk+1, . ,(L‘n).
onde T = (T1,...,Tk_1,Tkt1,---,Tn). Entdo, dDNU; = {z € U;: F(z) =0}
com F(z) =z, — f(Z), logo

OF (x)
81:: o 1

) = R T AT

Usando o resultado obtido no exercicio 3.2.7, obtemos

/ 0i Xpvg dvp—1 = / (i Xi) 0 ¢.
aDNU; v

Note que assumimos (sem perda de generalidade) que F' < 0 em D. Isto
significa que, considerando U; = {z € R": x € V,x; € I} com I =|a, B[C R,
temos

DNU;={zeR":zeV,a<ax, < f(z)}
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Daqui resulta que

) (@) )
pru;,  Og, vJa Oz,
- [ et
:/(%‘Xk)0¢
174

porque p;(a) = 0.
Juntando todos os termos calculados acima, obtemos

0X
7]?: Xkl/kdvn—l kzl,...,n.
p 9z Jap

O]

Exercicio 3.3.7. *** Prove o teorema acima para conjuntos D C R" que
verifiquem as condigdes Int D = D e D é uma (n— 1)-variedade com cantos
(i.e. é o fecho da unido finita de variedades). Sugestdo: Na demonstracao
anterior, adapte a cobertura de acordo com a uniao finita de variedades.

Ezemplo 3.3.8. Seja X (z,y,z) = (x,y, —2z) com div X (z,y,2) = 0. O fluxo
de X por S? é entdo dado por

X -vduy = / div X (z,y,2)drdydz =0
S2 D

onde D = {(z,y,2) € R3: 22 + y? + 22 < 1} é um dominio regular.
Ezemplo 3.3.9. Considere

S ={(z,y,2) eER*: 2 +y* =22 +1,-1< 2 < 3}
e X(z,y,2) = (z,y,—2z) novamente. Tomando

D={(z,y,2) eER3: a2 + 92 < 2> +1,-1 <2< 3}
como dominio regular, temos 0D = S U V; U V5 onde
Vi={(z,9,3) e R®: 22442 <10} e Vo= {(z,y,—1) € R3: 2?49 < 2}.

Pelo teorema da divergéncia,
/X'VdU2+ X -vdvy + X'VdUQZ/diVX(:L‘,y,Z)d:Cdde:O.
S Wi Va D

Calculando

X -vdvg = X-(O,O,l)dv2:/ —6dvy = —607
Vl V1 V1
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e da mesma forma

X vdvy = X -(0,0,—1) dvy = —4m,
V2 Vl

obtemos
/ X - vdvuy = 64m.
S

Exercicio 3.3.10. Considere o campo vectorial X : R? — R? dado por

X(x,y,2) = (29(2), —yg(2), 2),
onde g € C1(R3).

1. Mostre que o fluxo de X através do cilindro
M={(z,y,2) eR>: 2 + > =4,0< z < 1}
segundo uma normal a sua escolha, nao depende de g.

2. Mostre que X é um campo gradiente sse g é constante.

Exercicio 3.3.11. *A partir do teorema da divergéncia, mostre o teorema de
Green: Seja D C R? um dominio regular, e P,Q: A — R de classe C' num
aberto A D D. Entao,

/<3Q_GP> dxdy:/ Pdz+ Qdy.
p\9dz Oy oD

Sugestdo: Note que usdmos a seguinte notacao para o integral de linha de
um campo vectorial

Pdz+Qdy = / (P,Q) - dy

oD oD

onde 7y é um caminho que percorre 9D no sentido anti-horario (directo). A
notacao faz sentido desde que se escreva dy = (dz, dy).

3.4 Integral de linha para campos vectoriais

Dada uma curva I' C R™ e uma parametrizagao v: ]a,b[— R", chamamos
caminho a uma tal parametrizacao que seja extensivel continuamente aos
seus extremos a e b. Isto é, y(a™) e y(b™) existem e v é C” em [a,b] e C*
em |a, b|.

Seja X um campo vectorial em S C R™. O integral de linha de X ao
longo de uma curva I" parametrizada pelo caminho v: [a, b] — R™, é definido
como

/FX-d’y—/abXOfy(t)-’y'(t)dt.
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Usa-se frequentemente a seguinte notacao para o integral de linha:

/X-dVZ/de%Jr---Jandvn.
T I

Caso I seja uma curva fechada (i.e. v(a) = (b)), é costume escrever-se o
integral de linha como
7{ X - dn.
r

Proposicao 3.4.1. Considere dois caminhos vy, e v que parametrizam a
mesma C'-curva T'. Entdo,

/X-d’yl:o'/leyg
T r

onde 0 =1 se 0s caminhos tém o mesmo sentido e o = —1 caso contradrio.

Ezercicio 3.4.2. Prove a Proposicao 3.4.1.

Exemplo 3.4.3. Considere os caminhos 1 (t) = (t,t), y2(t) = (£, %) e y3(t) =
(1—1t,1—1), todos definidos para t € [0,1]. As curvas geradas sdo respecti-
vamente I'1, 'y e I's = T'1. Sendo X (z,y) = (1, ), obtemos

1
3 5
X-d’)q:/ X(t,t)-(1,1)dt = =, X dy = —.
I 0 2 I 3
Finalmente, notando que y3 tem o sentido inverso de -1, fFl X -dvyy = —%.

FEzxercicio 3.4.4.

1. Calcule o integral do campo vectorial X ao longo do caminho indicado:

(z,y) = (2% — 2zy,y? — 22y), na curva y = 2 entre (—1,1) e
1

(d) X(x,y) = (v +y,z —1y), na elipse #2/a? + y*/b?> = 1 numa volta
no sentido anti-horario.

(e) X(z,y,2) = (2zy, 2%+2%,y), num segmento de recta entre (1,0, 2)
e (3,4,1)
(f) X(x,9,2) = (x,y,72 — y), no caminho ~(t) = (t3,2t,4t3), 0 <
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Teorema 3.4.5 (Fundamental do célculo de integrais de linha). Seja p: S —
R de classe C*, S C R"™ aberto e conexo, e 7: [a,b] — R™ um caminho C*
com I' = 7([a,b]) C S. Entdo,

Ve dr=et0) - strta))
Demonstragao. Note que (povy) =Vpory-~+'. Assim,

b
/ V- dy = / (0 o) (t) dt.
r a
Pelo teorema fundamental do célculo integral em R obtemos o resultado. [

Observacao 3.4.6. Note que se I' é uma, curva fechada, entao fr V- -dy=0.

Ezemplo 3.4.7. Considere o campo vectorial X (z,y, z) = (yze™¥*, xze™*, xye™?)
e o caminho (t) = (5cost,5sint,t?), t € [0,7/4]. Queremos descobrir se
existe uma funcao escalar ¢ tal que X = V. Se assim for, entao o calculo

do integral de linha de X simplifica-se usando o teorema anterior. Temos

de encontrar ¢ que verifique

9p _

Yz
o = yze Y
9o _ Yz
o, — Lze
9 _

5, = xyervr.
Primitivando a primeira equagao relativamente a z, obtemos
So(x7 Y, Z) = e+ C(y: Z),

onde C' é uma funcdo que nao depende de x. Aplicando esta solugao ¢ a
segunda equagao obtemos p(x,y, z) = e*¥* + C(z) onde descobrimos que C
nao depende de y. Finalmente, usando esta forma de ¢ na terceira equagao,
deduzimos que C' é constante. Logo,

/ X - dy=pory(n/1) — poy(0) =P /2 1.
r
Exercicio 3.4.8. Seja F': R — R3 dado por F(z,y,2) = (y%,2xy + 2,y +5).

1. Determine se F é o gradiente de uma funcédo escalar ¢: R? — R.

2. Calcule [, F'-dy para o caminho 7(t) = (cost,sint,e’) e a curva I' =
([0, 7))

Ezercicio 3.4.9. Considere o caminho ~: [0,27] — R? dado por
y(t) = (e’ cost, e’ sint, e').

Calcule:
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1. o comprimento da curva I' = v([0, 27]).

2. ointegral do campo vectorial X (z,y, z) = (e*siny, €* cosy, 1) ao longo
deT.

Ezercicio 3.4.10. Considere o caminho v: [0,27] — R3 dado por

y(t) = (e, sint, t)

e o campo vectorial

2z 2y 9
X(:L“,y,Z) = ((xQ _yz)z7 ($2 _y2)2’Z > )

1. Mostre que X é o gradiente de uma funcao escalar.

2. Calcule o integral do campo vectorial X ao longo de I'.

3.5 Campos vectoriais fechados

Como vimos acima, o Teorema 3.4.5 simplifica significativamente o calculo
dos integrais de linha. Vamos agora concentrar-nos na obtencao de critérios
para determinar se um campo vectorial é o gradiente de uma funcao, de
forma a podermos aplicar o teorema.

Teorema 3.5.1. Seja um campo vectorial X : S — R™ continuo em S C R"
aberto e conexo. Entao X é um gradiente de uma funcdo sse

7{X'd'y:0
r

para qualquer caminho fechado ~y seccionalmente Ct, onde T € a curva pa-
rametrizada por 7.

Demonstracdo.
(=) Teorema 3.4.5.

(<) Fixando um ponto xg € S definimos a fungao ¢: S — R,
plx) = [ X -dv,

onde I'y é uma curva seccionalmente C' em S com extremos zp € z, € ¥
uma sua parametrizacao. Vamos mostrar que X = V. Para isso temos
que calcular

81:1- s—0 S
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Considere o segmento de recta fs entre x e x + se; parametrizzido por
7(t) = x+te; com ¢t entre 0 e s e |s| suficientemente pequeno tal que I's C S.
Note que ¥'(t) = e;. Temos entao que

o(x +se)—p(zr)— | X-dy=0,
I

pois corresponde ao integral sobre a curva fechada I'y, UT'; 4 g, U fs. Assim,

gf (x) = lim - Os X(F(1) -7/ (1) dt
= X1($)

O]

O teorema anterior nao permite obter um critério 1til para determinar se
um campo vectorial é um gradiente, pois seria necessario verificar a condigao
de integral nulo para todas as curvas fechadas.

Seja S C R™ aberto. Um campo vectorial X € C'(S,R") é um campo
fechado se
0X; 0X;

xeS, ,j=1,...,n.

Observagdo 3.5.2. Se temos um gradiente X = V¢ para uma fungao ¢ €
C?%(S), entao

8Xi . 62@ . 82(,0 . an

al'j - 8952690] N al'jaxz - 8.7}1

onde usdmos o teorema de Schwarz. Assim, X é fechado.

Queremos agora saber em que condigoes fechado implica gradiente. Um
conjunto S C R"” é um conjunto em estrela sse existe p € S tal que
qualquer segmento de recta entre p e outro ponto de S esta contido em S.

Teorema 3.5.3. Seja S C R”™ aberto e em estrela, e X um campo vectorial
C' em S. Entdo, X é um gradiente em S sse é fechado em S.

Demonstracdo. Basta provar que fechado implica gradiente para conjuntos
em estrela. Considere a funcdo ¢: S — R de classe C' dada por

1
o) = [ X0 -wi

onde v(t) = (1 — t)p + tx é o caminho que gera o segmento unindo p a z.
Queremos mostrar que se X ¢é fechado, entao X = V. Temos assim, usando
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a regra de Leibniz (Teorema 6.5.8) para trocar o integral com a derivada,

axz /Zaxl“’”( py)] dt

n

:/0 D (VX oy(t) taj —pj)ei) + Xion(t)| dt

J=1

Agora,
0X; 0X;
8.1‘Z' N 83:j

VX 7 €; =
porque X é fechado. Finalmente,

1
@)= [ @VXior()- 2+ Xior@)

1
- [ Gxoa)
=X, 07(1) = X;(z).
O

O teorema anterior ainda é verdadeiro para espagos mais gerais. De
facto, deformacgoes continuas de espacos em estrela também tém a mesma
propriedade dos campos fechados serem gradientes. Para obtermos esse
resultado necessitamos de introduzir o conceito de homotopia.

Uma homotopia em S entre dois caminhos fechados 71,72: [a,b] — S é
uma fungao C°, H: [0, 1] x [a,b] — S, tal que H(s,-) é um caminho fechado
e

HO,)=m e H(l,)=n.

Dois caminhos fechados sdo homotdpicos em S sse existe uma homotopia
entre eles.

Teorema 3.5.4. Seja X fechado e vy1,7v2 caminhos fechados seccionalmente
regulares e homotopicos, que geram as curvas I'1, I's, respectivamente. Entdo,

X - d")/l = X - d")/g.
Fl 1_‘2

Exercicio 3.5.5. *** Prove o teorema anterior. Sugestdo: Visite a biblioteca.

Um conjunto S C R” é simplesmente conexo sse é conexo e todos os
caminhos fechados em S s@o homotdpicos a um ponto (caminho constante).

Teorema 3.5.6. Seja S C R™ aberto e simplesmente conexo, e X um campo
vectorial C' em S. Entdo, X é um gradiente em S sse € fechado em S.
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Demonstragao. Falta apenas provar que fechado implica gradiente. Como
S é simplesmente conexo, pelo teorema anterior o integral de linha de X ao
longo de uma qualquer curva fechada é igual ao mesmo integral sobre um
ponto. Logo, o integral sobre qualquer curva fechada anula-se e podemos
aplicar o Teorema 3.5.1. O



Capitulo 4

Medida

O integral de Riemann é usado para definir o volume de um conjunto A C R™
como

vol(A) :/ 1= Xy,
A R
onde X4: R™ — R é a fungao caracteristica de A dada por

1, z€A
XA(QE):{O rd A

Porém, se X4 nao é integravel a Riemann, entao nao podemos calcular
o volume de A. H& muitos conjuntos interessantes nessa situagao. Por
exemplo, para A = [0, 1]\ Q obtemos a fungao caracteristica X4 que toma o
valor 1 nos nimeros irracionais em [0, 1]. Ora esta fungao nao é integravel
a Riemann (demonstre-o), pelo que ndo podemos calcular o volume de A.

Neste capitulo iremos generalizar o volume a um novo conceito chamado
medida de um conjunto. A medida devera ser uma func¢ao que a cada con-
junto corresponda um valor nao-negativo. Além disso, devera satisfazer a
propriedade de aditividade, a medida de conjuntos disjuntos (nao se inter-
sectam) é igual & soma das suas medidas.

4.1 o-algebras

Seja © C R™.  Comecemos por introduzir a coleccao P(2) de todos os
subconjuntos de €2,
P(Q2) ={A: ACQ}.

Note que qualquer subconjunto de 2 é um elemento de P(Q2), i.e. A C Q
sse A € P(R2). Por exemplo 0 € P(Q), @ € P(2). Para simplificar a

43
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notacao, sempre que nao houver ambiguidade escrevemos simplesmente P.
O conjunto complementar de A € P em  é definido como A¢ = Q \ A.

Uma colecgao F de subconjuntos de 2, i.e. F C P(2), é uma o-dlgebra
de (2 sse

1. Qe F.
2. Se A € F, entao A° € F.

3. Se A, € F, k€N, entdo ey Ax € F.

Chamamos conjuntos mensuraveis aos elementos de uma o-algebra
F e espago mensuravel ao par (2, F).

Exercicio 4.1.1. Decida se F é uma o-algebra de 2 onde:
1. F=PR").
2. F={0,{1,2},{3,4,5,6},Q}, Q@ ={1,2,3,4,5,6}.
3. F={0,{0},R",R;,RT, R}, R\ {0},R}, @ =R.

Exercicio 4.1.2. Seja F C P uma o-algebra. Mostre que ) € F e que se
Ar € F, k €N, entao ey Ar € F.

Ezercicio 4.1.3. Seja £ um conjunto finito com #£ = n. Calcule #P(2).
Sugestao: Estabeleca uma bijecgdo entre P(£2) e o espaco {v € R": v; €

{0,1}}.

4.2 Medidas

Seja F uma o-algebra de Q. Uma aplicagao pu: F — [0, +oco] é uma medida
em {2 relativamente a F sse

e 1 é aditiva para a uniao numeravel de conjuntos mensuraveis disjuntos,
ie.

,LL(UAk>:Z,u(Ak), A € F com AiﬂAjZQ),i#j.

keN keN

Note que tomamos a aritmética em [0, +00] considerando-se 400 + 0o =
400 e a + 0o = +o0 para qualquer a € R.
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Uma medida exterior em (2 relativamente a F é uma aplicacao p: F —
[0, +00] tal que p(0) = 0 e é sub-aditiva:

Ju (UAk> < ZN(Ak)7 Ay € F.
k !

Note que a aditividade implica a sub-aditividade, mas o contrario nao se
verifica.

Se p(2) = 1, dizemos que p é uma medida de probabilidade.

Ezercicio 4.2.1. Seja p uma medida numa o-algebra F. Mostre que na
definigao de medida, a condicao u(f)) = 0 pode ser substituida pela existéncia
de um conjunto E € F com medida finita, u(F) < +o00. Sugestao: Repare
que EUD=FEe EN(=0.

Um conjunto mensuravel A € F tem medida total sse pu(A°) = 0. O
suporte da medida pu, denominado supp(u), é o menor conjunto fechado
com medida total. Uma proposicao diz-se valida em u-quase todo o ponto
(p~q.t.p.), ou em p-quase toda a parte, se é valida num conjunto com
medida p total.

Ezemplo 4.2.2. (Medida de Dirac) Seja a o-dlgebra F = P(Q2), a € Q e a
aplicacao pu: F — {0, 1} dada por

M(A):{L a€ A

0, c.c.

Temos que u é aditiva, pois se A € F, k € N, sao disjuntos, entao apenas
podemos ter duas alternativas: existe um tinico j € N tal que a € A; e nesse
caso u(Uy Ar) =1 = p(A;) = >, u(Ag), ou a € Ay, para qualquer k € N e
assim p(Jy, Ax) = 0 = >, u(Ag). Logo, p é uma medida de probabilidade.
Temos também que supp(u) = {a}.

Ezercicio 4.2.3. (Medida de contagem) Considerando F = P({2), mostre
que a aplicacdo de contagem dos elementos de A € F:

() = {#A, #A < +oo

+00, c.c,

¢ uma medida. Como ) é o tinico conjunto com medida nula, € é o tnico
conjunto com medida total. Assim, supp(u) = Q.

Ezercicio 4.2.4. Seja p: P(R) — [0, 4+00] a aplicagdo dada por
W) =0, uR) =2 a(X)=1 se X ePE)\{DE}

Determine se p é sub-aditiva numeravel e aditiva numeravel.
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FEzercicio 4.2.5. Mostre que se u1, uo sdo medidas e o, 5 > 0, entdao u =
apy + Bug também é uma medida.

Proposicao 4.2.6. Seja uma medida p numa o-dlgebra F e A, B € F.

1. Se AC B, u(A) < u(B).

2. Se AC B e pu(A) < +oo, p(B\ A) = u(B) — p(A).

Demonstragao. Note que B = AU (B \ A) é uma unido entre conjuntos
disjuntos, i.e. AN (B\ A) = 0. Logo, u(B) = u(A4) + p(B\ A) > p(A).
Finalmente, se u(A) < +oo temos que u(B\ A) = u(B) — p(A). Note que
se u(A) = +oo entao u(B) = 400 nao sendo possivel determinar o valor de
u(B\ A). O

FEzemplo 4.2.7. Seja uma medida g numa o-dlgebra F. Para quaisquer
conjuntos mensurdveis A, B € F, u(AUB) = u(AU(B\ A)) = u(A)+u(B\
(AN B)) = p(A) + u(B) — (AN B).

FEzercicio 4.2.8. Seja uma medida g numa o-algebra F. Para quaisquer

conjuntos mensuraveis A, B, C' € F, encontre uma férmula para pu(AUBUC)
em termos das medidas de cada um dos conjuntos e das suas interseccoes.

Proposicao 4.2.9. Seja uma medida  numa o-dlgebra F e Ay, € F, k € N.

1. Se Ay C Ay C ..., entao p(Jy Ax) = lim pu(Ag).

2. Se--- C Ay C Ar e pu(Ar) < 400, entio (), Ax) = lim pu(Ayg).
Demonstracao.

1. Se existe i tal que p(A4;) = +oo, entdo u(Ai) = +oo para k > i.
Logo, lim p1(Ay) = +oo. Por outro lado, como A; C |J,, Ak, temos que
(U Ax) = +o00. Resta considerar o caso em que p(Ay) < 400 para
qualquer k. Seja Ag =0 e By = Ag \ Ax_1, k > 1, uma sucessao de
conjuntos disjuntos dois a dois. Entao, |J, Ar = U, Br e w(By) =
p(Ag) — p(Ag—1). Finalmente,

() ()

k

= lim Z(M(Ak)*M(Ak—l))

k——+o0

(4.2.1)

1=

= lim pu(Ag).

k—4o00
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2. Como (A1) < 400 qualquer subconjunto de A; também tem medida
finita. Note que

M4 = (UA;) = Ana.
k k k

onde C} = A7 N A;. Temos ainda que C, C Ci41. Entao, pelo caso

anterior,
7 <ﬂ Ak:) = pu(Ay) — p (U Ck)
k k

= Jim (u(A1) = p(C1) (422)
O

Ezemplo 4.2.10. Considere a medida de contagem u. Seja A, = {n,n +
1,...}. Assim, A = (1,4, = 0 e App1 C A,. Porém, p(A,) = +oo
nao converge para p(A) = 0. A proposigdo anterior nao se aplica pois

4.3 Medida de Lebesgue

Nesta seccao apresentamos um exemplo de medida que generaliza o volume
em ) = R"™. Iremos primeiro definir uma medida exterior, que serd medida
se considerarmos uma o-algebra apropriada.

4.3.1 Medida exterior de Lebesgue
Um intervalo I de R™ é um conjunto com a forma
I =lay,bi] X -+ X [an, by,
com a; < b;,1=1,...n. O volume de I é dado por
vol(I) = (by —ay) -+ (by — ap).
Note que temos a seguinte propriedade do volume da uniao numerédvel de

intervalos I;,
vol (U Ii) < ZVO](L).

7
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Uma cobertura de A C R™ é um conjunto finito ou numeravel de
intervalos I; de R™ (representado na forma {I;},cx, onde o conjunto dos
indices K C N é finito ou numerdvel) tal que

AC U I;.
€K
Representamos a colecgao de todas as coberturas de A por C(A).

Ezemplo 4.3.1. Seja A = {(z,y) € R?: 2% + y? < 1}. Entdo C = {[-1,1] x
[—1,1]} é uma cobertura de A, assim como C' = {[-2,0] x [-2,0],[-2, 0] x
[0,2],10,2] x [~2,0],[0,2] x [0,2]}. Le. C,C" € C(A).

O volume de uma cobertura C = {I;},cx € C(A) ¢ definido como a
soma dos volumes dos seus intervalos,

V(C) = vol().
€K
Ezemplo 4.3.2. Considerando as coberturas do exemplo anterior, V(C) =4

e V(C') = 16.

Estamos interessados em coberturas de subconjuntos de R" cujo volume
seja 0 mais pequeno possivel. Como V(C) € [0,+4oc], podemos definir a
seguinte aplicacao dada por

m: P — [0, +o0]

A) = inf .
m(4) cércl(A)V(C)

Note que para qualquer € > 0, existe sempre uma cobertura C' € C(A) tal
que
m(A) < V(C) <m(A) +e.

Exemplo 4.3.3.
1. Como {0} € C(0), entao 0 < m(0) < vol(d) = 0. Isto &, m(0) = 0.

2. Seja I um intervalo de R™. Como {I} é uma cobertura de I, temos que
m(I) < vol(I). Qualquer outra cobertura C' tem que incluir I, logo
V(C) > vol(I). Assim, m(I) > vol(I). Finalmente, m(I) = vol(I).

3. Como A = {a} é um intervalo com volume nulo para qualquer a € R",

m({a}) = 0.
Proposicao 4.3.4. m é uma medida exterior relativamente a P.

Observagdao 4.3.5. Chamamos a m medida exterior de Lebesgue.
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Demonstragdo. Resta mostrar que m é sub-aditiva pois m()) = 0. Dado
qualquer € > 0, se Oy € C(Ay) tal que V(Cy) < m(Ay)+¢/2F, entdao a unido
de todas as coberturas, | J,, C, é uma cobertura de A = J,, Ay e

m(A) <V (U ck> .
k

A cobertura | J,, Cj é dada pela uniao dos intervalos de todas as coberturas
C}’s. O seu volume verifica

% (U Ck) <Y V(CR) <Y m(AR) +e) 2%
k k k k

Como & > 0 é arbitrario e Y, 5 é convergente, m(A) < 3, m(Ay). O
Ezemplo 4.3.6. Sendo A = {a1,as,...} um conjunto numeravel de pontos,
m(A) = 0 pois

m(A) <> m({a;}) = 0.

1€EN
Em particular, como os conjuntos Z" e Q™ sao numeréveis, m(Z") = m(Q") =
0.

Considere a translagao de A por z dada por A+x ={a+z:a € A}.
Proposicao 4.3.7.
1. Se AC B, m(A) <m(B). (Monotonia)

2. m(A+z) =m(A). (Invariancia por translagoes)
Demonstracao.

1. Qualquer cobertura de B também cobre A, i.e. C(B) C C(A). Logo,
m(A) < m(B).

2. Para qualquer cobertura de A na forma {I;};, {I;+x}; é uma cobertura
de A+ z e vol(I + z) = vol(I). Logo, m(A) = m(A+ z).

Proposicao 4.3.8.

1. Se A € P eec > 0, existe um aberto V tal que A C V e m(V) <
m(A) +e.
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2. Se A € P, existe uma sucessio de abertos V;, j € N, tais que A C

M Vi em(N); Vi) = m(A).
Demonstracao.
1. Pela definicao de m, existe uma cobertura C' = {I;}; de A tal que
m(A) < V(C) < m(A) + g
Sejam

I = [a14,b13] X -+ X [an, bnl,
Ji =la1; — 6i, b1+ 6 X -+ X Jan,i — i, bni + ]

com I; C J;, e §; a escolher de forma a

;VOI(Ji\I Z(VO]J —vol ;) < 7

7

Assim, V =, J; é aberto, AC V e

) < ZVOI < Zvol + <m(A) +e.

2. Para cada j € N, escolhendo ¢; = 1/j existe Vj aberto tal que A C V;
e m(V;) < m(A)+¢;. Logo, A C ﬂj Vj C Vj para qualquer k € N e

1
) <m ﬂV <m(Vi) <m(A) + .

Finalmente, fazendo k — +o00, m((; V;) = m(A).

4.3.2 Conjuntos mensuraveis a Lebesgue

Na seccao anterior mostramos que m é sub-aditiva, i.e. m é uma medida ex-
terior. De facto, vamos mostrar que é aditiva sendo assim uma medida. Esse
nao é o caso para quaisquer subconjuntos de R", apenas para os contidos
numa o-algebra M C P, como iremos ver de seguida.

Um conjunto A € P pertence a M sse para qualquer B € P,

m(B) = m(B N A) +m(B N A°).
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Observacao 4.3.9.

1. Pela sub-aditividade de m temos que m(B) < m(BN A) + m(B N A°)
pois B= (BN A)U (BN A°). Assim, A € M sse

m(B) >m(BNA)+m(BnNA®), BeP.

2. Se A1 € M e A1NAs = (), pela defini¢ao de conjunto mensuravel para
B = A; U Ay temos

m(A1 U AQ) = m((A1 U AQ) N Al) + m((A1 U AQ) N Ai)
= m(Al) + m(AQ)

Por indugao, temos para cadan € Nquese Ay,..., A, € Me A;NA; =
(0, 7 # j, entao verifica-se a propriedade da aditividade finita:

m (U Ak) = Zm(Ak).
k=1 k=1

3. Um conjunto F nao pertence a M sse existe B € P para o qual
m(B) < m(BNE)+m(BnN E°). Isto significa que existem conjuntos
para os quais a propriedade da aditividade finita nao se verifica para
m.

Teorema 4.3.10. M ¢ uma o-dlgebra.

Observagdo 4.3.11. Aos elementos de M chamamos conjuntos mensuréaveis
a Lebesgue.

Demonstragao. Seja B € P.

1. Como m(R"NB)+m(WNB) = m(B)+0 = m(B), temos que R" € M.

2. Se A€ M, como m(B) =m(BNA)+m(BNA®) =m(BnN(A)°) +
m(B N A°), logo A€ € M.

3. Vamos primeiro mostrar que A, Ao € M implica A1 U Ay € M.
Escrevendo A; U As = A1 U (AN Ag) e (A1 U A2)¢ = Af N A§, temos

m(B N (Al U AQ)) = m((B N Al) U (B N Ai N Ag))
<m(BNA;)+m(BnNA{NAg)

m(B N (A1 UA2)¢) =m(BNAfNAS).
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Somando as duas relagoes acima obtemos:

m(BN (A1 UAz)) +m(BN (A UA2)) <m(BnNA)
+m(B N ASN Ap)
+ m(B N A§ N AS)
=m(B N A;) +m(BnN Af)
=m(B).

Por indugao, a uniao finita de elementos de M também estd em M.
Resta mostrar que o mesmo se verifica para a uniao numerével.

Seja FI = A1 e Fjy = A\ (Ag_1 U---U Ay), k > 1. E simples
verificar que os Fj, sao disjuntos, |J, Fi = U, Ak e que Fj, € M. Pela
mensurabilidade de unides finitas e o facto de (U, F)¢ C (Up—1 Fr)S,
obtemos para qualquer n € N,

m(B):m<B”£JlF’f> +m(Bﬂ (ng)C>

zzn:m(Bka)er(Bm (UFk> )
k=1

k

Tomando o limite n — +

<Bmupk)+m(3m(yFk)C>.

Ou seja, |J, F, € M.

Proposicao 4.3.12.

1. Se m(A) =0, entio A € M.

2. Se I é um intervalo de R™, entdo I € M.
Demonstracao.

1. Se m(A) = 0, entdo para qualquer B € P temos que m(A N B) <
m(A) = 0 pois AN B C A pela monotonia de m. Por outro lado,
m(A°N B) <m(B). Logo, m(B) > m(AN B) +m(A°N B).

2. Seja B € P e £ > 0. Considere a cobertura C = {I;}; € C(B) tal que

m(B) < V(C) <m(B) +e¢.
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Escolhendo C" = {I; NI} € C(BNI), temos m(BNI) < V(C').
Finalmente, para cobrirmos B N I¢ tomamos todos os intervalos que
constituem cada I; N I¢, formando uma cobertura C” € C(B N I€).
Assim, m(B N I¢) < V(C"). Logo, como V(C) = V(C') + V(C") >
m(BNI)+m(BnNI°), obtemos

m(BNI)+m(BNI°) <m(B)+e,

onde £ > 0 é arbitrario.

O

Ezxercicio 4.3.13. Mostre que se Ay, k € N, s@o conjuntos mensuraveis a
Lebesgue, entao
[ 4

keN

também é mensuravel a Lebesgue.

4.3.3 Medida de Lebesgue

Teorema 4.3.14. m ¢ uma medida relativamente a M.

Observagao 4.3.15. Chamamos a m relativamente a M medida de Lebes-
gue.

Demonstragao. Como m é sub-aditiva relativamente a P, para mostrar que
m ¢é aditiva relativamente a M basta provar que m(|J, Ar) > >, m(Ax)
para uma sucessao de conjuntos Ay € M disjuntos dois a dois. De A € M
sabemos que > ;_; m(Ax) = m (Uj_; Ax). Usando o facto de Jj_; Ax C
Uken Ak € a propriedade de monotonia de m, chegamos a

keN

Finalmente, tomando o limite n — +00 obtemos o resultado. O

Ezemplo 4.3.16. Sejam A = [0,1] C R, B = Qe C = A\ B. Assim,
m(A) =1, m(B) =0e m(C)=1. Ou seja, o conjunto dos irracionais entre
0 e 1 tem medida de Lebesgue 1.

Ezemplo 4.3.17. Considere A = [0, +o00[ e B = [0,10[C A. Logo, m(A4) =
+oo, m(B) =10 < m(A) e m(BU A°) = m(B) + m(A°) = 10 + oo = +o0.
FEzercicio 4.3.18. Indique quais das seguintes proposicoes sao vélidas m-
q.t.p:
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1. (x,y) € R? estd numa recta de declive irracional que passa na origem.

2. z € R tal que lim,_, ;o nsin(z/n) € Q.

3. Afuncdo f(x,y,2) = lim, sy oo[1+]| (2,9, 2)||"] ! é continua em (z, vy, 2) €
3

R”.

Ezercicio 4.3.19. (Conjunto ndo mensuravel a Lebesgue) Para cada a € R,
considere o conjunto A, = a + Q.

1. Determine UyecrAq € m(Ag).
2. Mostre que A, N Ag =0 sse Ay # Ag sse a — B &€ Q.

3. *Considere o conjunto E C [0, 1] constituido por um tnico elemento
ae de cada A, distinto!. Seja entdo E, = (¢, + F) N[0,1], n € N,
onde g, representa uma sucessao que ordena os racionais.

(a) Determine U, E,, m(UpE,) e m(E,) — m(E).
(b) Mostre que E; N E; =0, i # j.
Sugestao: Suponha que existe x € E; N Ej.
(c) Calcule Y m(E,) e compare com m(U,E,). Conclua que E nao
é mensuravel a Lebesgue, i.e. E & M.
FEzercicio 4.3.20. Dé um exemplo de um conjunto limitado de medida de
Lebesgue nula cuja fronteira nao tenha medida nula.

Ezercicio 4.3.21. (Conjunto de Cantor)

Considere Ap = [0,1]. Divida-o em trés partes iguais e retire o intervalo
aberto do meio Iy :]%, %[ Obtemos assim A; = Iy U Iy onde Iy = [0, %] e
I, = [%, 1]. Repita o processo para Iy e I, obtendo Ay = o U Ipa U Tog U Iao
onde Iy = [0, %], etc. Continuando, temos uma sucessao de conjuntos A,,.

1. Prove que o chamado conjunto de Cantor dos tercos A = NyenAy é
nao vazio.

2. Prove que A tem medida de Lebesgue nula.

3. *Prove que A nao é numeravel.

Sugestdo: Escreva x € [0, 1] na base 3 na forma z = (0.ajaz ... )3 onde
ag
=3
keN

e ax € {0,1,2}. Note que x € A sse ai € {0,2} para qualquer k € N.

'Este conjunto existe pela aplicacio do axioma da escolha.
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Ezercicio 4.3.22. *Mostre que M(R) e P(R) tém a mesma cardinalidade.
Sugestao: Use o facto de o conjunto de Cantor ter a mesma cardinalidade
de R e medida nula.

A proposicao seguinte descreve a relacdo entre a medida de Lebesgue e
o volume obtido pelo integral de Riemann.

Proposicao 4.3.23. Se A C R" € aberto, entdo m(A) = vol(A).

Demonstragao. Note que sendo A um conjunto aberto é uma unido nu-
meravel de intervalos disjuntos I;, ¢ € N. Assim, A € M e m(4) =

>, m(l;) =), vol(I;) = vol(lU; I;) = vol(A). d

4.4 (Geracgao de o-algebras

Considere um conjunto de indices @, i.e. um conjunto qualquer.

s

Teorema 4.4.1. Se F, ¢ uma o-dlgebra, a € ®, entdo F = [ cqp Fa €
também uma o-dlgebra.

Observacao 4.4.2. Note que neste resultado nao é necessario termos apenas
um conjunto numeravel de o-dlgebras (uma sucessao).

Demonstracao.

1. Como para qualquer « temos que R™ € F,, entao R" € F.

2. Seja E € F. Assim, F € F, para qualquer a. Logo, E¢ € F, e
Ece F.

3. Se Ei, € F, temos Ej, € F, para qualquer . Logo, |J, Ex € Fq €
Uk By e F.

O

Seja A C P. A o-algebra gerada por A é a interseccao de todas as
o-4lgebras contendo todos os conjuntos em A,

o(A) = ﬂ{}' é o-dlgebra: A C F}.

Assim, o(A) é a menor o-dlgebra contendo A (i.e. esta contida em todas as
o-algebras que contém A).

Ezemplo 4.4.3.
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1. Seja A € Pe A= {A} C P. Qualquer o-dlgebra contendo A tem
que conter obrigatoriamente os conjuntos @), 2, A e A°. Ora estes j&
constituem uma o-dlgebra, que é entao o(A).

2. Considere agora dois conjuntos diferentes A,B € P e A = {4, B}.
Assim,

o(A) ={0,9Q, A, B, A, B,
AUB,AUB‘ A°UB,(AUB)‘ (AU B (A°U B)¢,
B°U (AU B¢, (B°U (AU B9)°)¢,
((AUB)*) U ((A°UB)%), (AU B*)?) U ((A°U B)))°}
={0,Q, A, B, A°, B,
AUB,AUB‘, A°UB,A°NB°,B\ A, A\ B,
(ANB)‘, AN B,
(AUB)\ (ANB),(A°NB)U(ANB)}.

Ezxercicio 4.4.4. Mostre que

1. se A C Ay C P, entao o(A;) C 0(A3).
2. 0(0(A)) = o(A) para qualquer A C P.

FEzxercicio 4.4.5. Seja €2 um conjunto finito com #£) = n e cujos elementos
SA0 Wi, .. .,wn. Mostre que A = {{w1},...,{wn}} gera P(Q).

4.5 Conjuntos de Borel

Se considerarmos Z C P(R™) como a colecgao de todos os intervalos de R”,
ie.
Z ={I Cc R": I é um intervalo de R"},
entao
B(R") = o(I)
é a chamada o-dlgebra de Borel. Os elementos de B(R™) sdo os conjuntos
de Borel, conjuntos mensuraveis a Borel ou Borelianos.

Ezemplo 4.5.1. Como um ponto a € R™ é um intervalo (degenerado), qual-
quer conjunto numeravel é de Borel.

Exemplo 4.5.2. Se A C R™ é um conjunto aberto, entdao A = |J; I}, para
uma sucessao de intervalos . Logo, A € B(R").

Exercicio 4.5.3. Mostre que A = {[a, +o0[: a € R} gera B(R).
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Observagao 4.5.4. Como M contém todos os intervalos (Proposicao 4.3.12),
pelo Exercicio 4.4.4 obtemos B = ¢(Z) C M. Existem exemplos nao triviais
de conjuntos em M que nao estao em B. Dessa forma, B # M. Temos
assim

Bg MCP.

4.6 Espacos de medida

Sejam Q C R™, F uma o-dlgebra de Q e p: F — [0,400] uma medida.
Definimos assim um espago de medida ({2, F, p).

Um conjunto A € P diz-se de medida nula se é subconjunto de um
conjunto mensuravel B € F com u(B) = 0. Um espaco de medida é com-
pleto sse qualquer conjunto de medida nula é mensuréavel (logo, também
tem medida igual a zero pela monotonia da medida).

Um espago de medida (2, F, u) é um espago de probabilidade sse u
¢ uma medida de probabilidade, i.e. p(§2) = 1.

Observagao 4.6.1. O espago de medida (R™, M, m) é completo, mas o espaco
de medida (R™, B, m) nao é completo. Note ainda que (R™, P, m) nao é um
espago de medida.

Definindo a operagao

AAB = (AUB)\ (AN B),

seja F a coleccdo de conjuntos A € P para os quais existe B € F tal que
AAB tem medida nula. Considere a aplicagao fi: F — [0, +00] a extensdo
de v a F tal que fi(A) = u(B) onde B € F tal que AAB tem medida nula.

Proposigao 4.6.2.

1. F € uma o-dlgebra.
2. i é uma medida.
3. (0, F,ji) € um espaco de medida completo.

FEzercicio 4.6.3. Demonstre a proposi¢ao anterior.

Ezemplo 4.6.4. Considere Q = Re F = {(), R}. Podemos definir uma medida
fazendo p(0) = 0 e u(R) = oo. Temos que (2, F,u) assim definido é um
espaco de medida completo.

Exemplo 4.6.5. B= M.

Ezercicio 4.6.6. Decida se (R™, P, d,) é um espaco de medida completo, onde
dq € a medida de Dirac para um dado a € R™.
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Ezemplo 4.6.7. Considere B € M tal que m(B) > 0. Temos entao que
Mp ={ANB: A€ M} é uma o-dlgebra, e (B, Mp, m) é um espago de
medida completo.

FEzercicio 4.6.8. Mostre que o espaco de medida (B, Mp, mp) com m(B) > 0
e mp(A) =m(A)/m(B) para qualquer A € Mp, é um espago de probabili-
dade.

FEzercicio 4.6.9. Seja Q ={0,1}" C R", i.e. os elementos de {2 sdo vectores
em R"™ com componentes 0 ou 1. Considere a medida p: P(2) — [0, +00]
definida para cada w = (w1, ...,w,) € Q por p({w}) = 5.

Dados ay,...anm, € {0,1} com 1 < m < n, definimos
Aoy ram ={weQiw=a;,i=1,...,m}

e Am ={Aa1, am: ai €{0,1}}.

—_

. Mostre que p é uma medida de probabilidade.
2. Calcule p(Aq; . am)-

w

. Determine a o-algebra gerada por As.

W

. *Mostre que o cardinal da o-dlgebra gerada por A,, é 22".

Ezercicio 4.6.10. * Podemos escrever um nimero z € [0, 1] em base 3 como

a
r = (0.(110,2&3 ce )3 = Z 3*12
keN

onde ay, € {0,1,2}. Considere a fungao de Cantor f: [0,1] — [0, 1] dada por

N

Fl) =0 ok

k=1

onde N = inf{k: ap = 1} e by = ar/2se k < N e by = ay = 1, com
x = (0.a1aza3...)s (note que podemos ter N = +00).

Ou seja, consideramos os algarismos da representacao em base 3 de x
até aparecer um 1. Por exemplo, se x = (0.02002212001)3, entdo N = 7 e
temos os algarismos 020022. Dividimos por 2 cada um de forma a obter os
br’s 010011 e definimos b7 = 1. Finalmente, f(z) é dado como o nimero
cuja representacao em base 2 é (0.0100111),. Mostre que:

1. f(0)=0, f(1) =1.

2. f é crescente em [0, 1] e constante em cada subintervalo de [0,1] \ A,
onde
A={z=(0.a1a2...)3 €[0,1]: ar € {0,2}}.
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3. ** f é continua em [0, 1].
4. f" =0 m-q.t.p. Sugestdo: Calcule a medida de A.
5. f(1—a) = 1— f(x) e 2f(2/3) = f(x).

6. Tente desenhar o grafico de f. Sugestdo: Use um computador.

59
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Capitulo 5

Funcoes mensuraveis

Neste capitulo introduzimos o conceito de fungao mensuravel, que corres-
ponde a classe de funcoes para as quais iremos definir o integral de Lebesgue.

5.1 Fungoes mensuraveis

Sejam Q C R™, F uma o-dlgebra de 2 e A € F. Uma funcao f: A — R
é F-mensurdavel sse f~1(I) € F para qualquer intervalo I C R. Sem-
pre que nao houver davida quanto a o-dlgebra usada, abreviaremos para
funcao mensuravel. Se escolhermos F = M dizemos que f é mensuravel
a Lebesgue.

Observagao 5.1.1. Recorde as seguintes propriedades (de simples verificagao)
da pré-imagem de uma funcao f:

o (B = f(B)".
o [THUkAr) = U £ (Ar).
o [THNRAR) = Ni fH(AR)-

Teorema 5.1.2. As sequintes proposicoes sao equivalentes:

1. f € F-mensurdvel.

2. f~Y(a,+oo|) € F para qualquer a € R.
3. f~Ya,+oo|) € F para qualquer a € R.
4. Y] - c0,a]) € F para qualquer a € R.
5. f7Y(] — o0,a]) € F para qualquer a € R.

61
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Demonstragao. Pela definigao, 1) implica todas as outras proposigoes.

Para provar que 2) é equivalente a 5) comecemos por considerar I =
] —00,a]. Assim, f~1(I) = f~(Ja, +c[¢) = f~(Ja, +oc[)¢ € F. No caso 4),
para [ =]—o0, a[= Uy]—00, a—] temos que f (1) = Uy f~'(J~00,a—¢]) €
F. Dinalmente, para 3), se I = [a, +00[ usamos a mesma ideia.

Falta provar que 2) implica 1). Seja A = {B € B: f~Y(B) € F} C B.
Temos assim que Z = {Ja, +o0[: a € R} esta contido em A. Se mostrarmos

que A é uma o-algebra (Exercicio!), sabendo que o(Z) = B, temos que
B=o0c(Z)Co(A)=ACcCB. Ouseja, A= Be f émensuravel. O

Ezemplo 5.1.3. Seja f: R™ — R dada por f(x) = ¢ constante. Entao, para
qualquer a € R,

R" a<c

(Z), a > c.

f”Gm+wD={

Como (), R™ pertencem a qualquer o-dlgebra F de R", f é F-mensurdvel.
Observacao 5.1.4.

1. Qualquer funcao é P-mensuravel.

2. Sejam as o-algebras F; e Fo que satisfazem F; C Fo. Se f é Fi-
mensuravel, entao também é Fo-mensuravel.

Exemplo 5.1.5. Seja f € CY(A,R) com A € B. Como a pré-imagem de
um aberto por uma funcdo continua é ainda um aberto, f~!(]a,4o0[) é
aberto e é B-mensuravel para qualquer a € R. Como B C M, f é também
mensuravel a Lebesgue.

FEzemplo 5.1.6. Seja X4 a funcao caracteristica de um conjunto A C R".
Temos assim

R, a<0
X' (Ja,+00)) = (A, 0<a<l
0, a>1.

Logo, X4 é F-mensuravel sse A € F. Note que podemos assim ter um exem-
plo de uma funcdo nao mensurdvel bastando escolher A ndo mensuravel.

FEzercicio 5.1.7. Indique se, para uma fungao mensuravel f, o conjunto de
nivel f~!(a) é mensurével para qualquer a € R.

Exercicio 5.1.8. Determine se qualquer fungdo mondtona f: A — R com
A € M(R), é mensuravel.

5.2 Propriedades das funcoes mensuraveis

Considere uma o-algebra F de Q C R™.
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Teorema 5.2.1. Sejam f e g fungcoes mensurdveis em A C R™. Entdo f+g
e f.g também sdo mensurdveis.

Observacao 5.2.2. Este teorema implica que o espago das fungbes men-
suraveis é linear.

Demonstragdo. Seja F': R? — R continua e h: A — R dada por h(z) =
F(f(x),g(x)). Como F é continua entdo F~!(]a,+oc[) é aberto, logo a
unido numersvel de intervalos abertos. Escrevendo F~*(Ja, 4+00[) = U, Ik %
Jy, onde I e Jp sdo intervalos abertos em R, temos que h~!(Ja, +oo[) =
Ue(f71(Ix) Ng71(Jx)) € F. Ou seja, h é mensurdvel.

Aplicando este resultado a F'(u,v) = u+v e a F(u,v) = u.v completamos
a demonstragao. O

Ezercicio 5.2.3. Verifique as seguintes proposicoes para uma sucessao de
funcoes fr: A - R, com A C R™

1. Se g = supy>q fk, temos que

g (Ja,+o0]) U fk Ja, +o0])
k>1

para qualquer a € R.

2. Se g = infy>1 fi, temos que

g (Ja,+o0]) ﬂ fk Ja, +o0])
k>1

para qualquer a € R.

Teorema 5.2.4. Sejam fi, k € N, fungcoes mensurdveis em A C R™. Entdo,
supy, fx, infg fr, imsup, fx, liminfy fi e limy fr (se ewxistir) sao funcies
mensurdaveis.

Demonstragao. Seja g = supy, fr. Assim,

g (Ja,+o0]) Ufk la, +o0[) € F.

Considerando agora g = infy, f, temos

g (I—|—OO mfk a+OO c F.

Sabendo que o supremo do conjunto dos sublimites de fi(x) é dado por

limsup fy(2) = inf Hy(2) onde Hy(z) = sup fum(z),
k =

m>k
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dos casos anteriores temos que limsup,, fx € mensuravel. A mesma ideia
para liminf fg.

Finalmente, se limy, fi existe é igual a lim sup;, fr = liminfy fi que vimos

ser mensuravel. O

Ezemplo 5.2.5. Considere fi: [0,1] = R com

1, ze0,1/k]
f’“(m)_{o, z e [1/k 1],

Temos entao que
1, zel0,1]

i ={y 7!

. . 1, z=
inf fi,(z) = lim fi(x) = {07 r€l0.1].

Teorema 5.2.6. Considere um espago de medida completo (2, F, ). Seja
AeFef:A— R mensurdvel. Se g: A — R wverifica f = g u-q.t.p, entdo
g € mensurdvel.

Demonstragao. Seja h(z) = f(z) — g(x). Logo h = 0 num conjunto com
medida total relativamente a p. Se a > 0, h™!(]a, +oc[) tem medida nula
logo é um conjunto mensuravel pelo espago ser completo. Por outro lado,
se a < 0, h™}(Ja,+oo]) = A\ B com u(B) = 0. Assim B€ Fe A\ B =
AN B¢ e F. Logo, h é mensuravel e g = f — h também. O

Observacao 5.2.7. Note que o teorema anterior nao se aplica caso F seja a
o-algebra de Borel B, mas aplica-se a M.

FEzxercicio 5.2.8. Seja f: E — R limitada e mensuravel com F € F tal que
p(E) < 4+00. Considerando a fun¢ao w: R — R dada por

wx)=p{y € E: f(y) >z}),

determine:

1. limg sy oo w(z)
2. limg— oo w()
a monotonia de w
lim, .+ w(z)

lim,_,q- w(z)

e otk W

se u(f~*({a})) = 0 implica que w é continua em a.
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5.3 Funcoes simples

Para duas fungoes f,g: A — R com A C (), iremos escrever f < g sse
f(z) < g(x) para qualquer z € A. De forma semelhante iremos usar o
simbolo > entre funcgoes.

Uma fungao ¢: 2 — R é simples relativamente a o-algebra F de €2 sse

L. ¢ >0,

2. p(2) ={a1,...,an} é finito,

3. Aj=¢p Ya;) € F,1<i<N.
Observagao 5.3.1.

1. Os conjuntos A;’s sdo disjuntos dois a dois.
2. UL A=,

3. Uma funcao simples é dada por

N
@) = 3 aika, (a).
=1

Ou seja, a funcao caracteristica é uma funcao simples e uma funcao
simples é uma combinagao linear finita com coeficientes nao negativos
de fungoes caracteristicas definidas em conjuntos disjuntos.

Observagao 5.3.2. Podemos incluir o caso +0o € ¢(f2). Ou seja, ¢ pode
tomar valores infinitos. Se u(p~!({+00})) = 0, entdo ¢ é finita pu-q.t.p. Por
exemplo, a fungao f(xz) =1/x para x # 0 e f(0) = 400 é finita m-q.t.p.
Ezercicio 5.3.3. Mostre que uma funcao simples é mensuravel.

Ezercicio 5.3.4. Mostre que se a > 0 e @, 1) sao fungoes simples, entdao ¢+
e aw também sao fungoes simples.

Proposicao 5.3.5. Seja f: A — R mensurdvel e f > 0. Entdo, existe uma
sucessao @y de funcgoes simples tal que

o 0 <y < fem A para qualquer k € N,

o limg o = f em A.

Demonstragao. Seja

X
SOk-(af) = 2k ) 0
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onde [z] = inf{k € Z: k < x} é a parte inteira de x. Vamos mostrar que
esta sucessao de funcoes satisfaz as condigoes requeridas.

Em primeiro lugar ¢ > 0 pois f > 0. Para z € f~1([0, k[),

2k f(z) — 1

k X
D1 <o) < D~ gy <

Logo, ¢ < f e fazendo k — 400 obtemos limy ¢, = f.

Para verificar que ¢ (R™) é um conjunto finito basta notar que ¢g(z) é
sempre igual a 0, k ou um inteiro menor que k2¥/2% = k. Logo, para cada
k, a imagem de ¢ nao tem mais do que k + 1 elementos.

Observe que ¢, ' ({k}) = f~1([k, +o0]) e ¢}, 1(0) = f~1(0) U A° sdo men-
surdveis. Finalmente, se a = m27% € p,(R") com 0 < m < k2F inteiro,
entdo ¢, ' (a) = f~H([m27F, (m + 1)27*) também ¢ mensuravel. O



Capitulo 6

Integral de Lebesgue

Neste capitulo iremos definir uma generalizagdo do integral de Riemann
baseado na medida de conjuntos.

6.1 Integral de Lebesgue de funcgoes simples

Sejam (€2, F, u) um espaco de medida com 2 C R" e E € F. Comecamos
por definir o integral da funcao caracteristica de A € F como a medida de
A, ie.

/ Xadp=p(ANE).
E

E simples generalizar o integral para o caso de uma func¢éo simples ¢
dada por

N
= aiXa,
=1

onde os conjuntos A; € F, 1 < i < N, sado disjuntos dois a dois e a; > 0.
O integral de Lebesgue da funcao simples ¢ em FE relativamente a
medida p é definido por

N
/Egod,u: Zai,u(AiﬂE).

=1

Observacao 6.1.1. Para o célculo de fE @ dp assumimos que 0 x oo = 0. Isto
é, se para um dado i temos a; = 0, ndo importa a medida de A; (podendo
ser infinita) pois consideramos sempre o termo a;u(A4; N E) = 0. Da mesma
forma, se ¢ toma o valor +o0, ou seja a; = +00 para algum i, e u(A;) =0,
entao este termo no integral também se anula.

67
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Observacao 6.1.2. Note que

/soduz/szEdu
E Q

onde ¢ X é também uma funcao simples.

Ezemplo 6.1.3. [, Xadp = [, p dp=pu(ANE).

Ezemplo 6.1.4. [, Xgdm = m(Q) = 0. Recorde que Xg nao é integravel a
Riemnann.

Exemplo 6.1.5. Seja o1(x) = [x] a parte inteira! de x e po(x) = [2]. Entao,
Joagwrdm=0+1+2+---+9=45e [ p2dm=5-3-V2
Ezxercicio 6.1.6. Indique quais as funcgoes simples e para essas calcule os
integrais relativamente a medida de Lebesgue:

—_

o = X0l T X]—00,-1]

\V]

= 2X[0,400] = 3X]1,400]

Y oz
3.f(a:>={ o rel

0, c.c.
z, z 'eN
4. f(z) = 0 e

1, 0<z<1/2,0<y<1
-3, 1/2<zx<1,0<y<1/2
2, 1/2<z<1,1/2<y<1
0, c.c.

6. f =D ken(—1) k" X101 /41

7. f(x) = [z]X[-100,100]

8. f(z,y) = ([=] + [y))X[0.21x[0,2) (%, ¥)

9. f(z,y) = ([1%} X]O,Q[(l/) - [1%} X]o,3[($)) X]o,+oo[x]0,+oo[(ff>y)

Proposigao 6.1.7. Seja (2, F, ) um espaco de medida e ¢ uma fungdo
simples. Entdo,

V(E):/god,u, EcF
E

é uma medida.

Ha] =sup{k € Z: k < 2}.
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Demonstragao. Comecamos por verificar a primeira condi¢ao para v ser me-
dida: v(0) = [, dp =3, aip(d) = 0.
Seja E = (Jp>, Ex com Ej, disjuntos dois a dois. Logo, usando a aditi-

vidade de g, i.e. u(ENA;) =) o1 p(Ex N A;), obtemos a aditividade de
v

N N
V(E) =) ain(ENA)=> Y ay(ExNA)=> v(E).

i=1 k>1i=1 k>1

Proposicao 6.1.8. Sejam ¢, fungoes simples e a > 0. Entdo,

1. [ple+¥)du= [pedu+ [godp.
2. [plap)du = o [Ledpu.

3. Se p <), entao ngod,u < fE¢du.
Demonstracao.

1. Escrevendo as imagens o(R") = {a1,...,an, } e p(R™) = {by1,...,bn, },
temos 4; = o1 (a;) e Bj = ¢7L(by).
Seja A;; = A; N Bj. Logo, ¢ + v é uma funcao simples com valor
a; + b; no conjunto A; ;. Le.
| ervdi=@oputan) = [ et [ van
i, Aij Aij

Como os conjuntos A; ; sao disjuntos, e [(¢ + 9)dp é uma medida
(Proposicao 6.1.7),

/E(wwdﬂz%:/Ai,j(SOW)d“:/EW”JF/EM“'

Ezercicio 6.1.9. Prove as restantes propriedades da proposicao anterior.

6.2 Integral de Lebesgue de funcoes mensuraveis

Seja (€2, F, u) um espago de medida. Dada uma fun¢ao mensurédvel f > 0,
definimos o suconjunto das funcoes simples que estao abaixo de f como

I(f) ={p: ¢ < f,p é simples} .
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E simples de verificar que se f < g, entdo I(f) C I(g).

O integral de Lebesgue de uma fungao mensuravel nao negativa
f em E € F relativamente a medida p é dado por

/fdﬂz sup /wdu-
E oel(f)JE

Note que [ [ dp existe sempre em [0, 4o0c]. Usamos também a seguinte

notacao
| @ duta) = [ sau

Observacdo 6.2.1. Quando f é uma fungao simples, entao temos que o su-
premo é atingido para ¢ = f. Logo, nesta situacao a definicdo de integral
de uma funcao simples coincide com a de integral de funcdes mensuraveis
nao negativas.

Seja f: E — R mensuravel e as funcoes nao negativas em £ € M dadas
por

f~ (@) = max{—f(x),0} e f*(x) = max{f(z),0}.
Logo, f(x) = f+(2) — f~(x) e também |f(2)| = max{f~(2), f*(2)}.

FEzercicio 6.2.2. Mostre que se f < g, entdo fT <gTe f~>g .

Dizemos que f é integravel a Lebesgue em F relativamente a p sse

[ 171du < 426,
E

ie [pftdue [;f~ dusaoambos finitos. Finalmente, definimos o integral
de Lebesgue de f em F relativamente a p como

/Efduz/Ef+du—/Ef‘du-

Ao conjunto das fungdes mensuraveis integraveis a Lebesgue relativamente
a 1 chamamos LY(E, ).

Ezercicio 6.2.3. Prove para a medida de Dirac d, (ver Exemplo 4.2.2) que:

1. Jgn pdds = ¢(a) onde ¢ é uma fungao simples.

2. fgn fdéq = f(a), onde f é uma funcdo qualquer (note que é men-
surdvel pois a o-algebra associada a J, é P).
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6.2.1 Propriedades do integral de Lebesgue

Proposigao 6.2.4. Sejam f,g € L*(E, ) com E € F.

1. Se f < g p-q.t.p., entio [ fdu < [5gdpu.

2. Se ACE com Ae F, entao [, |f|du < [5|f|dp.

3. Se u(A) =0, entao [, fdu=0.

4. Se A, B € F sdo disjuntos, entdo fAUde,u: fAfd,u—i-fod,u.

5. Se f =0 p-q.t.p., entao fEfdu =0.

Demonstracgao.

1. Note que f* < g% implica I(f*) C I(g"). Ou seja, [pfTdu <
S5 9" du. Poroutrolado, g~ < f~el(g™) C I(f~). Assim, [, f~ du >
Jpgdue [pfTdu— [pf~du< [pgTdu— [p9™ dp.

2. Note que [, |fldp = [5|f|Xadp. Como |f|X4 < |f|, pela propriedade
anterior, [ |f|Xadp < [ |f|dp.

3. Note que para qualquer fungao simples [pdu =, a;u(A; N A) = 0.
Logo [, |f|du=0.

4. Comecemos por verificar que para qualquer C € F, u((AUB)NC) =
u(ANCY)U(BNC)) = w(ANC)+u(BNC) pois A e B sao disjuntos.
Para qualquer fungao simples

/AUBsodu = S anlAin (AUB))

- Z ai((A; N A) + u(A; N B))

:/godu+/g0du.
A B

Deste modo,

fdu < sup /sodu+ sup /@du
AUB pel(f)JA wel(f) /B

—/Afdu—i—/de,u.
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Por outro lado,

/¢Adu+/ sOBd/L:/(cpAXAJrsoBXB)du
A B A
+ / (0ada + onXp) dj
B
=/ (paXa + opXp)du
AUB

< fdp.
AUB
porque A e B sdo disjuntos e (paXa + ¢pXp) € I(f). Tirando os
supremos a esquerda obtemos fA fdu+ fB fdu < fAuB fdu.

5. Temos 0 < f < 0 q.t.p. Logo, pela primeira propriedade, fEOdu <
Jg fdp < [50du. O resultado segue do facto do integral de 0 ser
igual a 0.

6.3 Teorema da convergéncia mondétona

Queremos estudar integrais de sucesstes de funcoes e a sua convergencia.
Isto é, queremos determinar quando podemos comutar o integral com o
limite. Note que o préprio integral é definido como um limite, o que torna
esta andlise delicada. Comegamos com um resultado preliminar que nos sera
util mais tarde.

Seja (2, F, u) um espaco de medida, onde 2 C R™.

Lema 6.3.1 (Fatou). Seja a sucessao de func¢oes mensurdveis fr: E — R,
EeF, f >0, keN. Entio,

/ liminf fi dp < lim inf/ frdp.
B k—+o0 k—+co J g

Demonstracao. Vamos mostrar o resultado primeiro para fungoes simples
¢ <liminfy_, 4 fx. Seja 0 < ¢ < 1 e a sucessao crescente g, = infy>n, fi.
Entao, para m suficientemente grande temos cy < g, < liminf f,.

Seja Ay, = {x € E: gn(x) > cp(z)}. Assim, Ay, C A1 e, Am = E.

Além disso,
/ cdeS/ gmdus/ fké/fkdu
Am A A E
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para qualquer k£ > m. Finalmente, para qualquer m € N e ¢ €]0, 1],

/ cgod,ugliminf/ frdpu.
Am k—+co J g

Logo, [pedp <liminfy o [5 fr dp.
Para demonstrar o teorema basta notar que pela definicao de integral
Jpliminfy_, o fr dp = sup{ [ ¢ dp: ¢ <liminf,_, | f}. O

Ezemplo 6.3.2. Considere fr = X, p41). Temos assim que [, frdm = 1
para qualquer £ € N. Logo liminf;_, fR fidm = 1. Por outro lado,
liminfy_, 1o fx(x) = 0 para qualquer € R. Entao, fR liminfg o0 fr dm =
0. O que estd de acordo com o teorema.

Segue-se o primeiro resultado para limites e ndo apenas liminf.

Teorema 6.3.3 (Convergéncia monétona). Seja a sucessao de fung¢oes men-
surdveis fi.: E — R, k € N, convergente pontualmente q.t.p., tal que

0<fx < lim fx qtp.
k——+o0
Entao,

/ lim frdp = lim /fkd,u.
Ek—)+oo k—+oco E

Demonstracdo. Note que fE Jr < fE limg 4 oo fr. Entao,

limsup/ fkﬁ/ lim fk:/liminffkgliminf/ fr
k—+oo JE E k—+oo B k—+oo k—+co J g

onde usamos o lema de Fatou. Como o lim inf é sempre menor que o lim sup,
tém que ser iguais ao lim. O

6.3.1 Mais propriedades do integral de Lebesgue

Teorema 6.3.4. Se f > 0 é F-mensurdvel, entdo

V(A)—/Afdu, AeF,

define uma medida.

Observagdo 6.3.5. Nas condigdes do teorema anterior escrevemos dv = f du.

Demonstragio. Em primeiro lugar, usando a Proposi¢ao 6.2.4, v(0) = 0
pois p(0) = 0. Como f >0, entdo [, fdu > [,0du = 0, novamente pela
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Proposicao 6.2.4. Falta verificar a propriedade de aditividade numeravel
para v.

Seja A € F uma sucessao de conjuntos disjuntos dois a dois e B =

Ui A;. Entao,
V(B):/fd,u:/fXBdu.
B Q

Se definirmos gy, = fXp, com By = Ule A;, temos g, < fX = limg_y 1 o0 gk
Pelo teorema da convergéncia mondétona, fQ limg 400 g dpp = limg 1 00 fQ g dp.
Ou seja,

+o0 “+o00
frdp=tim [ fan=3" [ fau=3 via)
A k——+oco By, ; A; ; (

onde usdmos [ B, fdu = Zle / A f du obtida por inducao da propriedade
descrita na Proposicao 6.2.4. 0

FEzercicio 6.3.6. Nas condicoes do teorema anterior mostre que para g F-

mensuravel,
/ gdv = / g fdu.
A A

Proposigao 6.3.7. Se f,g € L'(E, i) ea, B € R, entdo af +Bg € L'(E, )

e /E(af+ﬁg)du=a/Efdu+B/Egdu-

Demonstragao. Vamos provar esta proposicao primeiro para funcoes sim-
ples. Depois escolhemos sucessoes de funcoes simples convergentes para f+
e g7 e usamos o teorema da convergéncia monétona para mostrar a lineari-
dade do integral de fun¢oes nao-negativas. A mesma ideia aplicada a f~ e
g~ completa a prova.

Sejam ¢ e 1 funcoes simples tais que ¢(E) = {a1,...,an}, Y(E) =
{bl, .. ,bM} e A; = (,0_1((11'), Bj = ¢_1(bj). Entao,

/E«ow) dM:Z(ai+bi)N(AiﬂBjﬁE)
:ZaiZu(AiﬂBjﬂE)+ijZM(AimBij)-

Note que >, u(A4; N B; N E) = p(A; N E) pois os conjuntos B; sao disjuntos
dois a dois e a sua unido é o conjunto total. O mesmo para ), u(A4; N B; N
E)=u(BjNE). Assim,

/E(soer)du—/Esodqu/Ewdu-
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Consideramos agora sucessoes de funcoes simples ¢, & fT e, S gT.
Deste modo, pelo teorema da convergéncia mondtona,

/E(f++g+)du=/Eklim (or + 1) du

—+00

= lim [ (¢r +¢x)du

k—+oo J 5
= lim prdp+ lim / Vi dp
k——+o0 E k—-+oco E

:/ lim gokdu—l—/ lim v dp
Ek~>+oo Ek%Jroo

=/ f+du+/g+du-
E E

Seja o € R. A fungdo ap é simples se o > 0 e é simples verificar que
Jpapdu=a [, edu. Se o < 0 por defini¢ao temos

/cdeI/ !a\sodMZ\al/sodMZa/wdu-
E E E E

Por outro lado, novamente pelo teorema da convergéncia mondtona, pode-
mos provar facilmente que

/Eaf+du:a/EfdM.

Os restantes casos deixam-se como exercicio para o leitor. ]
Proposigao 6.3.8. Seja f € L'(E, ).

1. Se fAfdu < ngdu para qualquer A € F tal que A C E, entao f < g
n-q.t.p.

2. Se [ fdu= [,g9du para qualquer A € F tal que A C E, entio f = g
n-q.t.p.

3. (infp f) u(E) < [g fdp < (supg f) (E).
4 | g Fdul < [ fldu.
5 Se f>0 efEfd,u:0, entdo f =0 p-q.t.p em E.

FEzercicio 6.3.9. Demonstre a proposicao anterior usando o teorema da con-
vergéncia monotona.
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6.4 Relacao com o integral de Riemann

Nesta seccao consideramos somente integrais relativos a medida de Lebesgue
m.

Teorema 6.4.1. Seja f: I — R limitada num intervalo I C R™ compacto.

1. f € integrdvel a Riemann em I sse f € continua m-q.t.p. em I.

2. Se f € integrdvel a Riemann em I, entdo f € L'(I,m) e os integrais
de Lebesgue e de Riemann sao iguais:

/Efdm:/Ef(x)dx

Demonstracao.

1. Vamos tratar o caso f > 0, sendo o caso geral apenas uma aplicagao
deste resultado. Definimos a oscilagdo de f num conjunto A C I como
osc(A) = supy f —infu f > 0, e a oscilagdo num ponto z € I é dada
por osc(z) = limg_,g+ osc(Vs(x)), onde Vs(z) ={y € I: ||y — z|| < d}.
Temos entao que f é continua em x sse osc(z) = 0.

Seja D = {x € I: osc(z) > 0} o conjunto dos pontos de desconti-
nuidade de f. Queremos mostrar que f é integravel a Riemann sse
m(D) = 0.

Sendo m(D) = 0, para cada € > 0 existe uma particao de I composta
por uma coleccao finita de intervalos com interiores disjuntos I; e J;
tais que: D C U, L, Y_;vol(f;) < e (possivel pois m(D) = 0), e
osc(J;) < e (possivel porque f é continua em cada J;). Recorde que
J4f <supy fvol(A)e [, f>infy f vol(A). Logo,

Je-fr=s ([0 2L 1)
<Zosc vol(1, +Zosc J;) vol(J;)

< osc(I Z vol(l;) + max osc( Z vol(J.

< osc(l)e+ vol(I)e.

Observe que sendo f limitada num intervalo compacto I, osc(I) e
vol(I) sao finitos. Fazendo ¢ — 0, temos que [,f = [,f e fé
integrdvel & Riemann. -



6.5. TEOREMA DA CONVERGENCIA DOMINADA 7

Supomos agora que f é integravel a Riemann em [. Se provarmos
que para qualquer n > 0 o conjunto D, = {x € I: osc(xz) > n} tem
medida de Lebesgue nula, entao D = UgDy/, também terd medida
de Lebesgue nula. Dado € > 0 existem funcgoes em escada s < f e
t > f tais que f t — [ s < e. Nos intervalos I; gerados pela uniao das
particoes de s e t temos que estas funcoes escada sao constantes, o que

Zosc([i) vol(I;) < /t - /s <e.

Considere K como o conjunto dos indices tais que osc(ly) > 7 se
ke K. Isto é, D, C UegI. Entao,

Z n vol(Iy) < Z osc(I) vol(Ix) < e.

keK keK

implica que

Temos assim Y, vol(I,) < en~'. Fazendo ¢ — 0 obtemos m(D,) =
0.

2. Se f ¢ integravel a Riemann, entdo é mensurdvel e limitada pois é
continua q.t.p. Assim, f é integrdvel & Lebesgue. Como fungdes em
escada sao também fungoes simples, temos entao que

/f:sup{/s: s<f,s escada}
JI
Ssup{/godm: s< f,p simples} —/fdm
I

<inf{/t: f<t,tescada} = /[f.

Logo, os integrais de Riemann e de Lebesgue sao iguais.

6.5 Teorema da convergéncia dominada

Teorema 6.5.1 (Convergéncia dominada). Sejam a sucessao de funcgies
mensurdveis fp: E — R e g € LY(E,u) tais que fi converge q.t.p. e

\fel <9 p-q.tp.

para todo o k € N. Entao,

/ lim frdp= lim /fkd,u.
Ek—>+oo k—+oco E
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Demonstragao. Suponha primeiro que 0 < fr < g. Pelo lema de Fatou,

/ lim frpdp < liminf/ frdp.
E k——+o0 k——+o0 E

Basta agora mostrar que limsupy,_, . [p frdp < [plimgio frdp. De
facto, usando novamente o lema de Fatou,

[oau= [ tim feau= [ tm (g fiydn
E Ek~>+oo Ek%Jroo
Sliminf/(g—fk) du
E

k——+o0

= / gdu—limsup/ frdu.
E k—+o0 JE
Isto implica que

limsup/fkd,ug/ lim fi du.
k—+oo JE E k—=too

Para |fi| < g, temos max{f™, f~} < g e pelo que vimos anteriormente,
limg—s 400 fE frdp= fE limg_, oo f* du. Isto prova o teorema. O

Exemplo 6.5.2.

1. Considere E =]0,1] e

ksinx
o) = e
Assim,
k 1
| fie()

< — < —.
|—1+k2\/a?—\/5

Como g(z) = 1/+/x é integravel, entao limy_, 4 [ fr dm = [ limy_ 4o fr dm =
0.

lim e~ @+ g dy = / lim e~ @) g dy = / dm =,
k—+oco JRr2 R2 k—+o0 D

, (2 2\k (2 2y . ,
onde usdmos o facto de e~ V)" | < e~ (#"+Y") integravel, e

, (z,y) € 0D
(r,y) € R2\ D
, (z,y)eD

lim e— @+ _

— O ol

com D = {(z,y) € R?: 2% + y* < 1}.
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Exercicio 6.5.3. Calcule os seguintes limites:

k

. +o0o
1. hmk*}+oo fo 1+7;7k+2d7"

. k
2. limg 400 fg%d:c
3. limg_ 100 fj;o e~ 17l cosk(x) dx

. Y
4. limp 400 fRQ 1(;%2(11)%) dx dy

6.5.1 Aplicagoes

Teorema 6.5.4 (Beppo-Levi). Sejam fi: E — R mensurdvel, k € N, e
EcF. Sedien Ju|feldu < +oo, entdo Y, o fi converge absolutamente

q.t.p. e
[ sedn=Y [ e
E ke keN”E
Demonstragdo. Sejam (x) = > oy |fe(x)| > 0 e g; = f;:l | fx|- Temos

entao que ¢ é mensuravel, g; < gj41, limj o g; =1 e

J
gj dp = /fk: dp.
o > [ 15

Logo, pelo teorema da convergéncia monétona,

> [ 1fild

keN

§
du = lim ‘dp = lim du =
/Ew p=lm | gidu j_>+oo§/l;‘fk’ m

Ou seja, 1 é integravel e finita q.t.p, logo >,y fr converge absolutamente
q.t.p. Como

<,

> f

keN

pelo teorema da convergéncia dominada,

J J
du = lim dy = lim du =
Lka- M /Ej%%o;fk i j%Jroo;/Efk M

keN

ZfEfkdlL

keN
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Exemplo 6.5.5. Para calcular

1 1 2
/ <ng> dx
0 l1—=x

notamos que (1—2) 72 = 3, kz" 1 e escrevemos fy,(z) = ka*~! log?z > 0.

Assim, como fol frdx = 2/k? (fazendo a integracdo por partes), temos que
o resultado final é Y, 2/k* = 72/3.

FEzxercicio 6.5.6. Calcule
/ 0 [0,k] dm.
R

k= 1

Consideremos agora uma funcao ¢: B — R dada por

z) = /A £t ) dut)

com f: AxB—Reonde A CR"™e B C RP sao conjuntos mensuraveis e p
¢ uma medida em R™. Seja fi(z) = f(¢,x) para cada t fixo, e f,(t) = f(t,x)
fixando x. Podemos entéo escrever p(z) = [, fz dp.

Proposicao 6.5.7. Se

o f,. mensurdvel em A para x € B,
e f; continua em B parat € A q.t.p,

o cxiste g € L'(A, ) tal que |f| < g p-q.t.p. em A,
entao @ é continua em B.

Demonstracao. Basta mostrar que para qualquer sucessao zj em B tal que
limy , o2 = ¢ € B verifica~se limg_, 1 p(zr) = p(x). Seja hi(t) =

f(t,xg), logo limy_, oo hy = limk_,+oo fi(zg) = fi(z) = f(x,t) porque f; é
continua. Além disso, |hi| < g e p(x) = [, by dp. Assim,

lim p(zg) = hm /hkdu / lim hgdu
A

k——+o0 k——+o00
pelo teorema da convergéncia dominada. O

Teorema 6.5.8 (Regra de Leibnitz). Seja

e f. mensurdvel em A para x € B,

e cmiste %(t,a:) para q.t.p. t € A,
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o cxiste g € L'(A, ) tal que )g—i(t,x)‘ < g(t) parax € B e q.t.p. t € A.

Entao, para x no interior de B,

I )= of
8acix - Aa.%'i

(t,z) du(t).

Demonstracdo. A derivada parcial de ¢ é dada por

09 (13 = yimg Jalf (b2 +hed) = 1t )] dul?)
83;‘1' h—0 h ’

onde ¢; é o i-ésimo vector da base canénica de RP. Este limite existe se for
valido para qualquer sucessao hy — 0 tal que x + hre; € B. Seja
[tz + hpe;) — f(t,z)

Ozk<t) = hk .

Pelo teorema do valor médio, existe ¢ entre 0 e hy, tal que ay(t) = %(t’ T+

cke;). Finalmente, como |ai| < g podemos usar o teorema da convergéncia
dominada para obtermos limy_, | fA ag dy = fA limg— 400 a dpu. Note que
. 9

limg 100 ay = 8751 ]

Ezercicio 6.5.9. Mostre que para x > 1 temos

+oo —t —xt
e — €
/ —— dt =logz.
0 t
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Apéndice A

Complementos de calculo
diferencial

A.1 Teorema da funcao implicita

Seja D C R™™ aberto e F': D — R™ uma funciao C'. Usamos a notacio
(x,y) € D comz € R" e y € R™.

Teorema A.1.1 (Fungao implicita). Se F(a,b) = 0 e det %—i(a,b) # 0,
entdo existe uma vizinhanca V de a e uma funcao C* dada por f: V — R™,
tais que f(a) =b e F(z, f(z)) = 0.

Observagdo A.1.2. Este teorema significa que F~({0}) é localmente o grafico
de uma funcao C*.

Demonstracdo. Consideremos aqui apenas o caso m = 1 e %—Z(a, b) > 0;
para < 0 podemos usar uma ideia semelhante.

Como F ¢ C*, temos %—Z > 0 numa vizinhanca de (a,b). le. y —

F(xz,y) é crescente para z fixo. Deste modo, F(a,y) < 0 < F(a,y’) para
y < b < y'. Sendo F continua entao muda de sinal uma tinica vez para z fixo
suficientemente préximo de a, pois y — F(z,y) é crescente. Logo, para cada
x existe um unico y tal que F(x,y) = 0. Isto define uma fungao continua em
a dada por y = f(z) tal que F(z, f(x)) = 0. De forma semelhante podemos
provar que f é continua em todos os pontos numa vizinhanca de a.

Resta provar que f é C'. Consideremos o ponto & = a, para outros
pontos numa vizinhanca de a a ideia é a mesma. Para h suficientemente
proximo de zero, F(a + h, f(a + h)) = 0. Escrevendo k = f(a + h) — f(a)
que satisfaz k — 0 quando h — 0 pela continuidade de f, obtemos assim

F(a+h,b+ k) — F(a,b) =0.

83
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Expandindo na férmula de Taylor,

OF OF y

Temos entao

onde A = 8—F/8—5( b)|. Ou seja, o quociente |k/h| < 2A + 1 é limitado e
assim h=tO(||(h, k)|?) — 0 quando h — 0. Logo, f'(a) = —A. O

SIS

a0l <4 f (14| F),

FEzxercicio A.1.3. Considere uma funcao F nas condigoes do teorema da
funcao implicita. Mostre que

Of 1y B f()
D o, ()

FEzercicio A.1.4. Seja F(z,y) = €Y cos(ry). Analise geometricamente o
conjunto dos zeros de F' em redor de (0,7/2). Isto é, determine a tangente
a esse conjunto no ponto indicado.

Exercicio A.1.5. Seja F': R3 — R? dada por
F(:anaz) = (xQ +y2 +Z27$_y)'

Mostre pelo teorema da funcao implicita que numa vizinhanca de (1,1,0) o
conjunto F~1({(2,0)}) é o gréfico de uma fungao f: I — R? onde I é um
intervalo aberto de R.

A.2 Teorema da funcao inversa

Recorde que se uma funcao f: I — R definida num intervalo aberto I C R
verifica f/'(x) # 0, x € I, entdo f é injectiva em I. A derivada da funcao
composta aplicada a f~'o f = Id implica que (f =) (f(z)) = (f'(z))~'. Por
outro lado, f~1 é Clsse f6 Cle f'(x) #0,x € I.

O caso multidimensional n > 1 é tratado no teorema seguinte.

Teorema A.2.1. Seja D C R™ aberto, f: D — R"™ uma funcio C' e zg €
D. Se det Df(xo) # 0, entdo

1. f € injectiva numa vizinhanga de xq,

2. f1é
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3. DfH(f(x) = Df(x)~".

Demonstragdao. Seja F': D x R™ — R™ dada por F(z,y) = f(z) —y. Assim,
F(xo, f(xg)) = 0 e det %—f(xg,f(xo)) = det Df(xg) # 0. Pelo teorema da
funcdo implicita, existe uma funcio g € C'* numa vizinhanca de f(zg) com
valores numa vizinhanga de xg tal que F(g(y),y) = 0, i.e. f(g9(y)) = y.
Desta forma, f~! =g é C'.

Finalmente, de f~! o f(z) = x obtém-se a férmula da derivada de f~1.
O

Observagio A.2.2. Note que a invertibilidade garantida pelo teorema é ape-
nas local. Somente no caso unidimensional podemos garantir que é global.
Por exemplo, f(r,0) = (rcosf,rsinf), r > 0, 6 € R, é claramente nao
injectiva, mas é localmente injectiva.

Ezercicio A.2.3. Considere a funcao

4 g?sind, 2#0
) = 2 xz?
/@) {0, z = 0.

Mostre que f é diferencidvel em R e f/(0) # 0, mas nao é invertivel numa vi-
zinhanca de 0. Explique porque é que este exemplo nao contradiz o teorema
da funcao inversa.

Exercicio A.2.4. Seja f: R? — R? dada por f(z,y) = (u,v) onde

u=x—y-+log(l+xy)
v:m+y—m2y2.

Mostre que existe uma vizinhanca de (0,0) onde f tem inversa C! em torno
de f(0,0). Calcule 22(0,0).

Exercicio A.2.5. *Assumindo a validade do teorema da fungao inversa, de-
monstre o teorema da funcao implicita. Sugestdo: Considere S C R"
aberto, F' € C'(S,R™), n > m, F(a,b) = 0 com a € R*™ e b € R™,
e det %—Z(a, b) # 0. Aplique o teorema da fungao inversa a H(x,y) =
(x, F(x,y)) de forma a resolver a equagao F'(z,y) = 0.
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Apéndice B
Exercicios

1. Considere o conjunto
M = {(z,y) e R%: 22 + (y — Va2)? = 1,2 > 0}.

(a) Mostre que M é uma variedade diferencial e indique a sua di-
mensao.

(b) Determine o espago tangente e o espago normal de M no ponto
(1,1).

(¢) Esboce o conjunto {(z,y) € R?: 2% + (y — V22)? = 1}. Sugestdo:
Recorra a um computador.

2. Calcule o ponto de
S={zeR": |z - (1,2,3,4) =1}
mais proximo da origem.

3. Considere a hipérbole
H={(z,y) eR*:2® —y* =1}
e recorde as fungoes hiperbdlicas:

0, -0 0 -0
coshf = ete’ e sinhf = c-°
2 2
(a) Decida se a funcdo 7: R — R? dada por () = (cosht,sinht),
parametriza uma das componentes da hipérbole H. Em caso
afirmativo, indique qual.

(b) Calcule o integral de linha de f(z,y) = (z72,0) ao longo de H
restringido ao primeiro quadrante.

87
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(c) Decida se ¢: R*x]0,1[— R2, ¢(r,0) = (rcosh@,rsinhf), é uma
transformacao de coordenadas.

(d) Esboce

—1
S:{(x,y)ER2:m2—y2:r2,1<r<2,O<y<e+1$}
e

e calcule o integral em S de

1 T+y
9(z,y) = 5 log (x_y)

4. Considere um espago de medida (€2, F,u). Prove que para A > 0 e
uma funcao mensuravel f > 0, temos

1
u({z € Q: f(:v)ZA})SA/Qfdu,

5. Considere o hiperboldide
H={(z,y,2) e R3: 2? + > — 22 =1}.

(a) Qual a dimensao desta variedade?
(b) Calcule os espagos tangente e normal de H no ponto (1,1, 1).

(c) Determine o ponto de H N {(z,y,z) € R3: 2 = 1} mais préximo
de (1,2,3).

6. Calcule:
(a) o integral
400 p+oo
/ / Y emwy—y/e dxdy.
0 o
(b) o centréide de A = {(z,y) € R?*: 22 —y? =1, |z| < 2}.
7. Considere o conjunto D = {(z1, 2, x3) € R3: max; |z;| < 1}.

(a) Esboce a fronteira de D e determine a normal exterior unitéria

em cada ponto.
/ div X
D

(b) Calcule
onde X é o campo vectorial dado por

X(z,y,2) = (€Y%, cos(wy?z), e (#2)),
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8. Considere a g-algebra M de Lebesgue em R. Seja = m + dg onde m
¢é a medida de Lebesgue e §y é a medida de Dirac no ponto 0. Mostre
que:

(a) p é uma medida em M e que para qualquer fungao simples ¢ e
qualquer conjunto mensuravel A temos que

/As&duz/Asoder@(O)-

(b) para qualquer funcdo mensurdvel f temos que

/AfdMZ/Afdm‘Ff(O),

/ sin(z) du(x).
[0,27]

9. Seja  um conjunto finito. Determine o cardinal do conjunto das
partes de €.

e calcule

10. (a) Esboce a curva parametrizada por ¢(t) = (sin(2t),sint) com ¢ €
[0, 27], e indique se é fechada.

(b) Calcule o integral do campo vectorial X (x,y, z) = (z,1,2), (z,y,2) €
R3, ao longo da curva parametrizada por ¢(t) = (sin(t),sin(2t), t),
t €[0,27].

11. Considere a aplicagao

V(A):// e~ @) d dy
A

para cada A C R? mensuravel & Lebesgue.

(a) Mostre que v é uma medida.
(b) Calcule v(B) onde

B={(z,y) €R?: 1 < 2?4+ y* < 2,2 > 0}.
12. Calcule:

(a) a média da distancia & origem dos pontos de R? contidos no in-
terior da esfera com raio R > 0 centrada na origem.

(b) o ponto do plano P = {x € R*: 1 + 22 + 3 = 3} mais perto da
origem.

13. Seja
S={(x,y,2) ER*: 2 +4y* =1,y > 0,0 < z < 1}.
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(a) Mostre que S é uma variedade diferencial e indique a sua di-
mensao.

(b) Determine os vectores normais unitarios em cada ponto da fron-
teira de

D:{(x,y,z)€R3:x2+y2<1,y>0,0<z<1}.

(c) Calcule o fluxo do campo vectorial

e (250

1+ 94
pela fonteira de D.

14. Seja 2 C R™ e F uma o-algebra de . Considere uma aplicacao
p: F — RE tal que u(A U B) = u(A) + p(B) para quaisquer dois
conjuntos disjuntos A, B € F. Mostre que i é uma medida se verifica
a seguinte propriedade:

o (U Ak) = Jim p(Ay)

keN
para qualquer sequéncia de conjuntos mensuraveis Ay C Agi1.
15. (a) Escreva a parametrizacio de uma curva em R? com a forma oo e
decida se é uma variedade diferencial.
(b) Calcule os espacos tangente e normal a curva da alinea anterior

num ponto a sua escolha.

16. Seja f: R3 — RSL uma funcao integravel a Lebesgue relativamente a
medida de Lebesgue m em R3. Considere a aplicacio

v(A) = /Afdm

para qualquer A C R? mensuravel & Lebesgue.

(a) Sabendo que v(AUB) = v(A)+v(B) para A e B conjuntos men-
suraveis disjuntos, mostre que v é aditiva para a uniao numeravel.
(Sugestao: use o teorema da convergéncia monétona)

(b) Calcule v(B) onde

1

f(az,y,z) = (1+$2)(1+y2)(1+z2)

B = {(z,y,2) € R®: max{lzl,[y|,|z[} < 1}.
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17. Calcule:

(a) o ponto na recta P = {z € R?: 21 + 22 = 3} mais perto da
circunferéncia C = {z € R?: 2? + 23 = 1}.

(b) a média da distancia ao eixo {(0,0,z) € R?: z € R} dos pontos
contidos no cilindro

C:{(x,y,z) eR3: 22 +y® <R, |2| §h}
com R,h > 0.

18. Seja
1
S = {(w,y,z) ER: 2?2+ =(2-1)%y>00<2< 2}.

(a) Mostre que S é uma variedade diferencial e indique a sua di-
mensao.

(b) Determine os vectores normais unitérios em cada ponto da fron-
teira de

1
D= {(a;,y,z) ER: 22+ < (2-1)%y>0,0<2< 2}.

(c) Calcule o fluxo do campo vectorial X (z,y, z) = (yQ, x,(1— z)_l)
pela fonteira de D.

19. Seja © C R™ e F uma o-algebra de 2. Considere uma aplicacao
p: F — R tal que p(AUB) = pu(A) + u(B) para A, B € F disjuntos.

Mostre que se
Al = i A
7 <ﬂ k> Jim p(Ay)

keN
para qualquer sequéncia de conjuntos mensuraveis Aiy1 C Ay, entao
@ é uma medida em F.
20. (a) Parametrize uma curva no plano que descreva a letra “J”.
(b) Calcule o integral do campo vectorial X (z,y) = (1,0), (z,y) €

R2, ao longo da curva da alfnea anterior.

21. Considere uma superficie M em R® parametrizada em torno do ponto
p=(1,1,2) por ¢: V — R?,

?(0,¢) = (cos b cos g, cos b sin p, cosh),
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(a) Determine os espagos tangente e normal a M em p.

(b) Dada a funcdo f(x,y,2) = y em R3, calcule o integral de f em

(V).
22. Calcule:

(a) a distancia média & origem dos pontos em R? contidos num circulo
com raio R centrado na origem.

(b) os pontos em M = {(z,y,2) € R®: 22 + y? = 2} mais préximos
de (0,0,1).

(c) o centrédide de
A={(z,y,2) eR*: r <2” +y* + 2 < R, x,y,2 > 0},
onde 0 < r < R.

23. Considere a medida de contagem p(A) = #A com A C N, e a funcao
mensuravel f(n) =n% n € N.

(a) Definindo v(A) = u(f~1(A)), calcule v({1,2,...,10}) e mostre

que v é uma medida.

(b) Calcule [, dv(n) onde A ={1,2,...,10}.

24. Considere Q C R™ e o espago de medida (92, F, ). Seja Ay, k € N,
uma sucessao de conjuntos mensuraveis com medida total. Mostre que
a sua interseccao também tem medida total.

25. (a) Parametrize uma curva no plano que descreva a letra “0)”.

(b) Calcule o integral do campo vectorial X (z,y) = (1,1), (z,y) €
R2, ao longo da curva da alfnea anterior.

26. Calcule:

(a) a distancia média & origem dos pontos de R? contidos no interior
da esfera com raio R centrada na origem.

(b) o centréide de
A={(z,y,2) eR®: 22+ 22 <y* 0<y <1}
27. Sejaa>0e
So = {(z,y,2) €ER3: 2?2 +9* = 2,2 < a}.

(a) Determine a normal unitdria exterior v a Sy.
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(b) Calcule o fluxo do campo vectorial
X(z,y,2) = (2%, 2 + 2%, zy)
através de S, segundo v.

28. Dado a € R, considere a medida de Dirac

1, a€e A
5a<A>={O o

com A C R, e a seguinte funcao
10
p(A) = i6(4).
i=1
(a) Obtenha o valor de p(R) e mostre que p é uma medida.

(b) Calcule [ L du(n).

29. Mostre que um subconjunto de R™ com medida de Lebesgue total é
denso.

30. Para cada 6 € R considere o conjunto
My ={(a,b,c,d) e R*: ad —bc=0,a+d =0}
e a funcio ¢: R* — R dada por
o(a,b,c,d) = a® +b* + ¢ + d>.

(a) Determine para que valores de 6 o conjunto My é uma variedade
diferencial e qual a sua dimensao.

(b) Determine os espagos tangente e normal a My no ponto (0, —6, 1, 0)
com 6 # 0.

(c) Prove que ¢ > 26| em My com 6 < 0.
31. Calcule:
(a) a massa do sélido
A={(z,y,2) € R3: 224942 <1, |2| < 1}

sabendo que a densidade de massa é dada por
p(x’ y? Z) = e_x2_y2'
(b) o limite
(372 + y2)n/2
lim
n—+oo fp2 1 4 ({1;2 —+ y2)(n+3)/2

dx dy.
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32.

33.

34.

35.

36.

APENDICE B. EXERCICIOS

Calcule, para o conjunto
A={(z,y) eR*: x+y<1,0<y <z},
o valor de
/ (z% — y2)e*(‘r+y)4 dx dy.
A
Seja « > 0. Considere a superficie
So={(z,y,2) €eR3: 2z = a(a® +¢?),1 < 2® + ¢y < 2}

e a normal unitéria v a S, com terceira componente negativa. De-
termine o fluxo de F(x,y,2) = (¥, 23, (2 — a)(z — 2a)) através de S,
segundo v.

Seja  um conjunto finito e nao vazio. Considere a o-algebra P(f2)
contendo todos os subconjuntos de €. Seja p: Q — R tal que p(w) >0
para qualquer w € 2, e

(a) Mostre que
wA) =D pw), AcCQ

define uma medida de probabilidade em P(£2).

(b) Para Q = {(0,0),(0,1),(1,0),(1,1)} e p(w) = %, calcule [, pdpu

onde ¢: 2 — R é dada por p(wy,w2) =1sew; =0e p(wr,ws) =
0 caso contrario.

Calcule:

(a) o centréide de
A={(z,y,2) eR®: 2 + 2 + 22 <1,y > 0}.

(b) o ponto sobre a superficie cilindrica com eixo dado pela recta
{(z,y,2) € R3: x = 1,y = 0} e raio 2, mais préximo da origem.
Sejar>0e
S, ={(z,y,2) e R®: 2?2 + > + 22 =12y > 0}.

Considere a normal unitaria v a S, cuja segunda componente é ne-
gativa. Calcule o valor de r para o qual o fluxo de F(z,y,z) =
(2293, 22 4 22, 2%y3) através de S, segundo v é —.

Sugestdo: Note que v nao é necessariamente exterior.
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37. Calcule o integral de linha de

F(ﬂzy)z( Y+ Y v w—1 )

R e VR R RSV LR

ao longo da fronteira do losango que une os pontos (2, 0), (0, —2), (—2,0), (0, 2)
no sentido horario.

38. Dado X\ > 0, considere a seguinte fungao p definida para subconjuntos

A de N:
(A) a0 )\n—l
7 = g e .
neA (77, B 1)'

(a) Mostre que p define uma medida de probabilidade em N.

(b) Calcule o integral [ du onde ¢: N — R é dada por ¢(n) = n
se n < 3 e ¢(n) =0 caso contrario.

(c) Calcule [ £ du(n).

39. Considere A =QnN0,1]. Dado € > 0, dé um exemplo de um conjunto
aberto V tal que A C Ve m(V) < ¢, onde m é a medida de Lebes-
gue. Sugestdo: Recorde que a uniao de conjuntos abertos é ainda um
conjunto aberto.

40. Seja a funcdo em R?\ {0} dada por
Fa) = a0,
Determine se f é integravel a Lebesgue no seu dominio.
41. Considere o conjunto
M = {(a,b,c,d) € R*: ad — bc = 1}
e a funcio ¢: R* — R dada por
o(a,b,c,d) = a® +b* + ¢ + d>.

(a) Mostre que M é uma variedade diferencial e determine a sua
dimensao.

(b) Determine os espagos tangente e normal a M no ponto (1,0,0, 1).
(c) Prove que ¢ > 2 em M.
Sugestdo: Encontre o minimo de ¢ em M.

42. Calcule:
(a) os pontos de
A= {(x,y,z) e R3: 22 =% + 22, 2:0—{—222}

mais préximos e mais distantes da origem.
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(b) o centréide de

A={(z,y,2) eR: 22 +22<1,0<y <1}

| s

onde f(z,y,2) = (—ysin®(z +y),zsin®(z + y),2) e

(c) o integral

V=A{(r,y,2) eR*>0<z-y<1,0<24+y<1,0<z<1}
43. Seja
Q= {w=(w1,ws) € N?: wy,wy € {0,...,9}}
e A ={w e Q:w; =i} paraic{0,...,9}.
(a) Determine a o-algebra gerada pelo conjunto A = {4y, A1} deno-
tada por o(A).

(b) Considere a aplicacao u: 0(A) — R dada por
_#4
=

onde #B indica o nimero de elementos de um qualquer conjunto
B. Mostre que p é uma medida de probabilidade.

1(A)

44. Dado ¢ €10, 1[, mostre que a fungao u definida em subconjuntos A de
N por

p(A) =Y (1-q)q" ",

neA

define uma medida de probabilidade em N.

45. Considere o caminho v: [0,7/2] — R3 dado por

y(t) = (e, sint, t)

e o campo vectorial

2x 2
f(z,y,2) = <_ @2 =22 (2 _yy2)2’z2> :

(a) Mostre que f é o gradiente de uma funcao escalar.

(b) Calcule o integral do campo vectorial f ao longo de ~.

46. Considere o conjunto

S={(z,y,2) eR* 0<z<l, 2’ —1<y<a® 2’ <z<a®+2}.
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(a) Decida se h(z,y, z) = (x,y — 2%, 2 — 2%) é uma mudanca de coor-
denadas em S e determine h(S5).
Sugestao: Recorde que h é uma mudanca de coordenadas sse é
C1, injectiva e det Dh(z,y, z) # 0.

(b) Indique o valor de

R
/Z xzdxdydz.
S 1+ZE

47. Considere os conjuntos
M = {(z,y,2) € R*: 2 +log (z/z) — log (z/y) = 0, z,y,2 > 0},
N = {(z,y,2) € R®: 22 — > = 2}.

(a) Mostre que M, N e M NN sao variedades diferenciais e determine
as suas dimensoes.

(b) Escreva os espagos tangente e normal de M N N num ponto qual-
quer p € M N N.

48. Calcule:

(a) o centréide de
A={(z,y,2) eR®: 22+ 22 <1,0<y <1}

(b) o ponto sobre a superficie esférica de centro (2, 3,4) e raio 1, mais
proximo da origem.

49. Considere a curva em R? dada por
[ = {(z,y) € R%: 922 + 4y = 36}.

(a) Calcule o integral em I' da funcdo f: R? — R dada por f(z,y) =
V/81x? + 16y2.
(b) Seja
M ={(z,y,2) €R®: (z,y) €T, z € [0,1]}.

Determine o fluxo de g(z,y, z) = (0,0,1) através de M.

50. Considere o conjunto Q2 = [0, 1] e o subconjunto das partes de Q2 dado
por A = {{0},{1}}. Indique a o-dlgebra F gerada por A. Decida se

1, 0cAouleA
u(A)Z{’ €Aoule AeF

0, caso contrario

é uma medida de probabilidade.
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51. (a) Calcule
1
1
lim — et ay.

n—+oo Jg t

(b) Mostre que

oo g 1
dr=S"—.
/0 er —17" z;n?

Sugestdo: Recorde que 1/(1 —y) = > ~,y" com |y| < 1. Use o
teorema de Beppo-Levi.

52. Seja F': R? — R? dada por
F(z,y,2) = (2" +y* + 2%, 2 — y).

(a) Mostre pelo teorema da fungao implicita que numa vizinhanca
de (1,1,0) o conjunto F~1({(2,0)}) é o grifico de uma funcao
f: I — R? onde I é um intervalo aberto de R.

(b) Encontre uma parametrizacao de F~({(2,0)}) numa vizinhanca
U de (1,1,0).

53. Considere o caminho 7: [0,27] — R? dado por
7(t) = (e’ cost, e’ sint, e').
Calcule:

(a) o comprimento da curva I' = ([0, 27]).
(b) o integral do campo vectorial f(x,y,z) = (e*siny,e” cosy, 1) ao
longo de 7.

54. Considere a superficie
3...2 2 2 T 31
M=<(z,y,2) eR°: z*+y =2 g <E< o

(a) Escreva uma representagao paramétrica de M e determine o in-
tegral de f(x,y,z) = (z +y)sinz em M.

(b) Calcule o fluxo do campo vectorial g(z,y,2) = (z2%,y22,23)
através de M segundo a normal unitaria com terceira compo-
nente negativa.

55. Calcule:

(a)
lim e~ ) in™ (2 + y) da dy.

n—400 R2
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(b)

n——+o00 n? -+ 2

onde f € C°([0,1)).

B.1 Solucgoes

) [ o2n?
lim T
[0,1]

+ 1] de

(b) T(LI)MJ- = span{(1,0)}, T(1,1yM = span{(0,1)}

2. (1-+/30/30)(1,2,3,4)

99

3. (a) A componente com x > 0.
(b) 1
(c) Sim.
(d) 3/16
4.
5. (a) 2
(b) zﬂ’(l,l,l)]’{l = span{(l, 1, _1)}7 T(l,l,l)H = Span{(1707 1)7 (07 1, 1)}
(¢) (V10/5,2v10/5,1)
6. (a) 1/2
(b) (0,0)
7. (a) Em {(71,29,73) € R3: 21 = il,maxi:2,3|xi| < 1}, v(z)
(£1,0,0); em {(z1,72,73) € R3: 29 = 1, max;—13|z;| < 1},
v(z) = (0,£1,0); em {(z1,22,23) € R3: 23 = £1, max;_1 2 |z;] <
1}, v(z) = (0,0, 41).
(b) O
8. (b) 0
9. 2#%

10. (a) Nao simples, fechada.
(b) 22

e—1
2

11. (b

SN—
vl

12. (a) 3R/4
(b) (1,1,1,0)
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

APENDICE B. EXERCICIOS

(a) 2
(b) (0,0,+1) em DN{(z,y,2) € R3: z =0} e DN{(z,y,2) eR3: 2z =
1}, +(z,y,0) em S, (0,41,0) em D N {(x,y,2) € R3: y =0} .

(¢) /2

(a) ~v(t) = (sin(t),sin(2t),0), t € [0,2x], I' = ([0, 27]) nao é uma
variedade diferencial.

(b) b= 7(”/2) = (L 0, 0)7 TPF = span{(O, 1, 0)}7
T,I't = span{(1,0,0), (0,0,1)}

(b) (7/2)?

(a) (3/2,3/2)

(b) 2VR/3

(a) 2

(b) (0,0,£1) em D N {(z,y,2) € R3: 2z = 0} e DN {(z,y,2) €
R3: 2z =1/2}, (0,£1,0) em DN{(x,y,2) € R®: y =0}, £(x,y,1—
2)/[V2(1 —2)] em S.

(c) m/4

(a) Por exemplo,

(t,0), te[-1,0]
v(t) = < (0, —t), t€[0,1]
(—1,-1/2) +1/2(sin(1 — t),cos(1 —t)), te[l,1+ ]

(b) 1

(a) T,M = span{(1,1,v/2),(1,-1,0)}, T,M*+ = span{(1,1,—/2)}

(b) v2/3

(a) 2R/3

b) 22 +92=1/2, 2=1/2

(c) §aram

(a) 3

(b) 14+1/4+1/9
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25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.
33.
34.

35.

36.
37.
38.

39
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(a) Por exemplo,

(t—1,0), —1<t<0
() =< (0,1) + V2 p(—t 4 57/4), 0<t<3m/2
(t+1-37/2,0), 3r/2<t<3m/2+1

onde p(f) = (cosf,sinf).

(a) 8 #0,dim My =2

(b) T,M = span{(1,0,0,-1),(0,6,1,0)},
zq’p]\4L = Span{(oa —]-a 07 0)? (15 Oa Oa 1)}

(a) 2m(1 —1/e)
(b) 27

(1—-e1)/16
a2 /6
(b) 1/2

(a) (0,3/8,0)
(b) (_17 07 O)

SHPH
S

(a)
(b) e M1+ 2X +3)2/2)
() (1—eM)/X

Seja ¢, uma sucessao cujos termos sao todos os racionais em [0, 1].
V= UnZl]qn - 5/2n+17 qn + 8/2n+1['



102

40.

41.

42.

43.
44.

45.

46.

47.

48.

49.

50.
ol.
52.

93.

54.

25.

APENDICE B. EXERCICIOS

Integravel,

(a) 3

(b) T,M = {(z,y,2,w): z +w =0}, T,M+ = {(z,0,0,w): v —w =
0}

(a) mais perto (2/3,0,2/3), mais longe (2,0,-2)

(b) (0,1/2,0)

(¢c) (5—cos2)/8

(a) {@, O, Ag, A1, Ag U Aq, AB, Allj, (A(] @] Al)c}

() p(z,y,2) = 1/(a® —y*) + 2°/3

(b) 1/(e™—1)+73/24 -1

(a) ]0,1[x] —1,0[x]0,2[

(b) m/2

(a) dimM =2, dim N =2, dmM NN =1

(b) p= ( 2), Tp(M N N) = span{(2/y(y +v), 0, )}, v = (227 -
1)@//(2162—292) T,(MON)* = span{(~1/z,1/y,1), (2, —2y, —1)}

(a) (0,1/20)

(b) mais perto: (2—2a,3—3a,4,4a), mais longe: (242a, 34+3a,4+4a);
a=29"1/2

(a) 787

(b) 0

Nao é aditiva.
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