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Resumo

Estas notas destinam-se a cadeira “Analise Matematica I” do 1° ano da Licenciatura
em Matemaética Aplicada a Economia e Gestdo do ISEG - Universidade Técnica de Lisboa.
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1 Nocgoes de logica matematica

1.1 Proposigoes

Uma proposicao ¢ uma afirmacao que é qualificada de verdadeira (V) ou falsa (F) — nao hé
32 hipdtese.

Exemplo 1.
1. p =“Portugal tem 18 distritos” (V — pelo menos em 2006!)
2. ¢ =“zero é um numero inteiro” (V)
3. r =“Sevilha é a capital de Espanha” (F)

Observagao 1. Existem afirmagoes que nao podem ser qualificadas de verdadeiras ou falsas.
Por exemplo, “Esta frase é F”. Se é F, entao é V (contradi¢ao). Se por outro lado ela é V,
entdao é F (contradi¢ao). Este tipo de afirmagoes nao sao consideradas proposigoes porque dao
origem a uma contradicao légica. Logo, nao serao objecto do nosso estudo.

O objectivo da logica matemadtica é o de relacionar proposigoes através do seu simbolo
l6gico: V ou F. Iremos estar sobretudo interessados naquelas que sao V.

1.2 Operacgoes entre proposicoes

Sejam p e g proposigoes. Definimos as seguintes operagoes basicas entre proposicoes. O
resultado é ainda uma proposicgao.

e ~ p, negagao de p (nado se verifica p).
e p A g, conjungao (verificam-se p e q)

pV q, disjungao (verifica-se p ou q)

e p = ¢, implicagao (se p se verifica, entao ¢ verifica-se)
e p & ¢, equivaléncia (p verifica-se sse! ¢ verifica-se)
Exemplo 2. Aproveitando as proposigoes p, ¢ e r no Exemplo 1,
1. ~ p ="Portugal nao tem 18 distritos” (F)
2. p A ¢ ="Portugal tem 18 distritos e zero é um nimero inteiro” (V)
3. pV r ="Portugal tem 18 distritos ou Sevilha ¢ capital de Espanha” (V)
4. “Se Portugal tem 18 distritos, entdo Portugal tem mais de 15 distritos” (V)
5. “c=0sse |z| =0" (V)

O valor l6gico da proposigao obtida por operacoes entre proposicoes é descrito pela seguinte
tabela de verdade:

lse e 86 se



pla|~p|pAg|pVg|p=q|~qg=~p|~pVqg|psq|(~pA~qV(pAq)
VIV F |V % v v v % %
VIF| F | F \% F F F F F
F|V|] V| F vV % vV % F F
F|F| V| F F \% \% \% vV \Y

Recorrendo a estas e construindo outras tabelas ficam provadas como V as seguintes
relagoes.

Propriedades 1.1.

L ~(~p)&p

2. (p=4q) & (~g=>~p)
-~ (pAg) & (~p)Vi(~a)
-~ (V) e (~p)A(~q)
5. (p=a)Nla=p)) = P9
6. pA(gVr) e ((PAgV(PAT))
7. pVignr) e ((PVa) A(pVr))

8. (peq) e (~pA~q)V(pAg)

S w

Exemplo 3. Considere as seguintes proposicoes:
e p ="0s homens sao mortais”
e ¢ ="0s caes vivem menos que os homens”
e 1 ="(s caes nao sao imortais”
Assim, a relagao ((pAq) = 1) < (~r = (~ pV ~ q)) pode ler-se como:

Dizer que “se os homens sao mortais e os caes vivem menos que os homens, entao
os caes sao mortais”, equivale a dizer que “se os caes sao imortais, entao ou os
homens sao imortais ou os caes vivem mais que os homens”.

1.3 Simbolos
Na escrita matematica de proposicoes utilizam-se frequentemente os seguintes simbolos:
e Y, lé-se para todo (para qualquer).
e 1, lé-se existe pelo menos um.
e : lé-se tal que.
e Uma virgula usualmente significa “e”.
Exemplo 4.

1. Vi>0dy>1: o +y > 1. “Para qualquer x nao negativo existe y nao negativo tal que x +y
nao é menor que 17. (V)



2. Yy multiplo de 4 9z > 0: — % <z4+y< % “Para qualquer y multiplo de 4 existe x nao
negativo tal que x 4+ y encontra-se estritamente entre —% e %”. (F)

A negacao dos simbolos é dada por
~ Jop(x) & Vo ~ p(2)

onde p é uma proposicao que depende de x.

1.4 Inducao matematica

Seja p(n) uma proposicao que depende de um nimero n que pode ser 1,2,3,.... Queremos
provar que p(n) é V para qualquer n. O chamado principio da indugao matematica é um
método que permite fazer a demonstragéo para todos os n em apenas em dois passos:

1. Mostrar que p(1) é V.

2. Supondo que p(m) é V para um m fixo, mostrar que entdao a proposigdo consecutiva
p(m + 1) também é V.

Este método funciona porque se é V para n = 1 e para a consecutiva de qualquer que seja V,
entao é V paran =2,3,....

Exemplo 5. Considere as proposigoes p(n) dadas para cada n por

(n+ 1)n.

L4224 dn ="y

Para n = 1, temos que p(1) se reduz simplesmente a 1 = 1 que é obviamente V. Supondo

agora que p(m) para um m qualquer mas fixo. l.e. assumimos que 1 +2+---+m = W

Entao,

(m+1)m
2

Ou seja, acabamos de provar que p(m + 1) é V. Logo V,,p(n) é V.

Fmt1) = (m+1)2(m+2)‘

I+--4+m+(m+1)=

Este é um dos métodos de demonstracdo mais usados em todas as sub-dreas da ma-
temdticas, em ciéncias da computagao, em economia, em finangas e em praticamente todas as
ciéncias onde se usam métodos quantitativos. Um matemadtico profissional tem a obrigacao
de dominé-lo.

2 Nocoes de teoria de conjuntos

2.1 Conjuntos

Um conjunto é uma colecgao finita ou infinita de elementos. Um conjunto denominado A
representa-se na forma:

A={a,b,c,...}

onde a,b,c,... sdo os elementos de A. Também usamos a seguinte representacdo para um
conjunto:

A={z:p(x)éV}



onde p(x) é uma proposicao que depende de z. Esta represent¢ao 1é-se “A é o conjunto dos
elementos x para os quais p(z) é V”.
Escrever

ac A

significa que a é um elemento de A (a pertence a A). Se « nao pertence a A escrevemos « ¢ A.
O nimero #A é cardinal de A, i.e. o nimero de elementos do conjunto. Se # A é finito entao
A é um conjunto finito. Se #A = oo diz-se que A ¢ infinito. Por fim, se #4 = 0 entéo
A ={} =10 é o conjunto vazio.

Exemplo 6.
1. A=40,1,2,...,9} é finito, o conjunto dos niimeros naturais N = {1,2,3,...} ¢ infinito,
o conjunto dos numeros inteiros Z = {...,—2,—1,0,1,2,...} também ¢ infinito.

2. O conjunto dos ntimeros racionais (razao entre inteiros) Q = {g : p € Z,q € N} é infinito.

3. Le {1}, {1} ¢ {1}, {1} € {{1},{1,2},{1,2,3}}.

Observagao 2. Nem todas as coleccoes de elementos serao considerados conjuntos. Por
exemplo, considere A como o conjunto de todos os conjuntos que nao sao elementos de si
préoprios. Se A é um desses conjuntos, i.e. A € A, entao A ¢ A pois nao é elemento de si
préprio (contradigdo). Da mesma forma, se A € A, entdo A € A (contradicdo). Este tipo de
coleccao nao é considerada conjunto pois da origem a uma contradicao légica.

2.2 Igualdade e inclusao de conjuntos
Sejam A e B quaisquer dois conjuntos.

e A=B(Aéiguala B)sse (r€ A xzeB)V(A=0AB=0).

e AC B (A esté contido em B) sse (t € A=z € B)VA=10).
Propriedades 2.1.

1. ( A=BANB=C)=A=C

2. ACA

3. ACBABCA)=A=B

4. (ACBABCC)=AcCC
Observagao 3. Se representarmos os conjuntos

A={z:p(x)éV} e B={z:q(z)éV} (2.1)
onde p(x) e g(x) sdo proposicoes que dependem de z, entao temos que
A=B&Vu(p(z) & q(x)) e ACB S Valp(z) = q(z)).

Demonstre as proposicoes anteriores.



2.3 Interseccao e uniao de conjuntos
Sejam A e B quaisquer dois conjuntos.
e ANB={z:x€ ANz € B} é a intersecgao de A com B.

e AUB={x:x€ AVx € B} ¢ auniao de A com B.

Representando os conjuntos na forma (2.1), temos que
ANB=A{z:p(x)Nq(x) éV} e AUB={z:p(x)Vq(z)éV}

Exemplo 7. Sejam A = {z: |[z| < 1} e B={x:x > 0}. Logo, ANB={z:0<z<1}e
AUB ={z:z > —1}.

Podemos ainda definir a intersec¢ao infinita e a uniao infinita de conjuntos. Por exemplo,
se tivermos uma sucessdo infinita de conjuntos Ap, As, ... temos que

ﬁoAn ={z:Vyx € A,} e UOAn ={z: Jx € A, }.
n=1 n=1
Propriedades 2.2. Sejam A, B e C conjuntos quaisquer. Entéo,
1. ANB=BNAe AUB = BU A (comutatividade)
2. AN(BNC)=(ANB)NC e AU(BUC) = (AUB)UC (associatividade)
3. AN(BUC)=(ANnB)U(BNC)e AU(BNC)=(AUB)N(BUC) (distributividade)
4. ANA=Ae AUA = A (idempoténcia)
5. AN(AUB)=Ae AU(ANB) = A (absorgao)
2.4 Diferenca e complementar de conjuntos
Seja X um conjunto qualquer e A, B C X.
e A\B={reX:2e€ ANz ¢ B} ¢ a diferenca entre A e B (lé-se A excepto B).
o A°={zxe X:z¢ A} éocomplementar de A.
Escrevendo os conjuntos na forma (2.1) podemos escrever:
A\B={z:p(z)Nq(x) éV} e A°={z: ~p(x)é V}.
Propriedades 2.3.
1. AA\B=ANDB*
2. ANA°=10
3. AUA=X.



2.5 Leis de Morgan
Proposicao 2.4 (Leis de Morgan).
1. (AnB)¢ = A°UB*
2. (AUB)¢= A°N B¢
Demonstragdao. Escrevendo os conjuntos na forma (2.1), temos que
(ANB)* ={z: ~(p(x) Aq(x)) ¢ V} ={z: ~p(x)V ~q(z)) é V} = AU B

A mesma ideia para a segunda lei de Morgan. O

2.6 O conjunto R

O conjunto que nos vai interessar estudar em pormenor é o dos niimeros reais. Estes genera-
lizam os naturais, os inteiros e os racionais.

e r é um nuamero real sse * = ap,a1az... (expansdo decimal) com ay € Z e a; €
{0,1,...,9}.

O conjunto dos nimeros reais ¢ denotado por R. Note que

NcZcQcCR.

3 Nocoes de teoria de fungoes

Dados dois conjuntos quaisquer A e B, uma funcgao f é uma associacdo de cada x € A a
um e um sé y = f(x) € B.
Representacao:

f:A— B
vy = (o).

Notacdo:
e A dominio de f.
e B conjunto de chegada.
e f(C)={y€ B: Jpecy = f(x)} imagem de C C A.
e f(A) contradominio.
o f1(D)={x € A: f(x) € D} pré-imagem de D C B.
Exemplo 8.
1. Sejam A = {a,b,c,d}, B=Ne f afuncao f: A — B definida pela tabela seguinte:

zlalb]|
f@)]3]5]

K
9

c
7



Entao, f({b,c}) = {5,7}, f71({1}) =0, f71({3,5}) = {a,b}, f({n eN: 3 eN}) =0.

2. Seja u: N — {—1,1} dado por u, = u(n) = (—1)". Entdo, u(N) = {-1,1}, u1({1}) =
{2n:n e N}, u }({-1}) = {2n —1: n € N}.

f(@) = {'”C” r=l

3. Seja f: R — R dada por

2, x>1.

Logo, f(R) =R, f([1,+0oc[) = {1,2}, f([2, +00[) =]—o00, —2JU]1, +oo[, f71({1,2}) =
{—-1,-2}U[1, +o0].

3.1 Injectividade e sobrejectividade

Note que, segundo a definicdo de fungoes, a cada x no dominio da fungéo corresponde um
tnico ponto y no contradominio. Porém, pode existir um ponto y no contradominio que é
a imagem de dois pontos diferentes x1 e x2 no dominio. Isso nao se passa para as fungoes
injectivas (ou 1 — 1). Por outro lado, podem existir pontos no conjunto de chegada que nao
sao imagem de nenhum ponto do dominio. Isto quer dizer que o contradominio é “menor” que
o conjunto de chegada. Esta situacdo nao se passa para as fungoes sobrejectivas.

Seja f: A — B.

e f éinjectiva sse f(z1) = f(x2) = 71 = z2.
e f é sobrejectiva sse f(A) = B.
e f é bijectiva sse é injectiva e sobrejectiva.

As funcgoes bijectivas sdo importantes no estudo de muitos problemas. Isto porque relaciona
cada elemento do conjunto A com cada elemento de B de uma forma um-para-um. Em
particular, teremos os mesmos numeros de elementos em A e em B.

3.2 Funcgao inversa

Um facto de especial relevancia das fungoes injectivas é que podemos “desfazer” a trans-
formagao sem perigo de ambiguidades. Isto significa que a fungao é invertivel.
Se f: A — B é injectiva, existe a fungdo inversa f~!: f(A4) — A tal que

VmeAfil(f(x)) =T ¢ vyef(,él)f(fil(?J)) =Y.
Exemplo 9.

1. f: R — R, f(x) = 22. Nio é invertivel pois ndo é injectiva. E.g. f(1) = f(—1). Porém,
se restringirmos o dominio a Ra’ , a funcao ja é invertivel. l.e. a fungao g: Rg — R,
g(x) = 2% é injectiva e g(RT) =Ry Dey =22 & 2 = VY, escrevemos g LRy — RS,

g9(z) = V.

2. Seja sin: R — R a funcao seno. Esta funcao é injectiva se restringirmos a determi-
nados conjuntos. Por exemplo, sin: [-F, 7] — R ja ¢ injectiva e invertivel. Note que

2
sin([—-3, 5]) = [~1,1]. Assim, definimos a fungao arco-seno arcsin: [-1,1] — [-F, 7]
que a um valor = € [—1, 1] corresponde o angulo em [—7, §] cujo seno é x. Finalmente,

temos que arcsin(sin z) = sin(arcsinx) = x.



3. De forma semelhante podemos definir a inversa do coseno quando o restringimos ao inter-
valo [0, w]. Ou seja, a fungao arco-cosseno arccos: [—1,1] — [0, 7] aplicada a x € [—1,1]
dé-nos o angulo cujo coseno é z. Consequentemente, arccos(cosx) = cos(arccos z) = z.

4. Também a tangente pode ser invertivel quando a definimos apenas no intervalo | —

5,5 Obtemos entao a funcao arco-tangente arctg: R —] — 7, [ com a propriedade

arctg(tg x) = tg(arctgz) = x.

5. A funcao exponencial f: R — R, f(x) = €® é injectiva e f(R) = R*. A inversa é definida
pela fun¢ao logaritmo f~!: RT — R, f~!(z) = log .

3.3 Composicao de funcgoes

Depois de calcularmos g(z) como a imagem de z por uma funcdo g, em indmeras situagoes
pretendemos aplicar ainda outra funcao f (ou a mesma) a g(z), ou seja f(g(x)). Diz-se
que estamos a compoér duas fungdes. Sejam g: A — B e f: C — D. Definimos a fungao
composta da seguinte forma

fog:g~H(C) =D
(feg)(x) = flg(x))
(le-se f composta com g ou f apés g).

Exemplo 10. Sejam g: R - R, g(z) =1—-2x e f: [1,+o0[— R, f(x) = Vo — 1. Temos que
g1 ([1,+oc[) =Ry . Assim, fog:]—00,0] = R, fog(x) = f(1—2x) =+ 2.

Proposicao 3.1. Se f e g sdo injectivas, entao f o g € injectiva e
(fog) t=g tof .
Demonstracgao.

e Comecemos por mostrar que f o g é injectiva. Se f o g(z1) = fog(z2) & f(g(x1)) =
f(g(x2)), entdo como f é injectiva, g(x1) = g(x2). Além disso, como g é injectiva, isto
implica que x1 = x2.

e Vamos provar agora que ¢t o f~1 é inversa de f o g:

— g tof Hfog(@) =g (f 1 (fg()) =g (9()) = =,
— foglg™ o fH @) = flglg™ (/1 (@))) = f(f (2) = =,

1

onde usamos o facto de f~! e g~! serem as inversas de f e g, respectivamente.

e Falta provar que a inversa é tnica. (Absurdo) Suponhamos que existe outra fungao
inversa de fog denominada u diferente de g~'of~!. Entdo, fog(u(z)) = z. Se aplicarmos

a fungio g~' o f~1, logo 7' o fTH(fog(u(x))) = g7 o fT(2) & u(x) =g~ o f(2)
que contradiz a nossa hipétese.

O]



4 Nocgoes topologicas em R

4.1 Distancia

A distancia usual entre dois pontos x,y € R é dada por

d(z,y) = |z —yl. (4.1)
Podemos entao facilmente deduzir as seguintes propriedades.

Propriedades 4.1. Para quaisquer z,y, 2z € R,

De facto poderfamos ter definido uma distancia? apenas pelas propriedades acima, pois
sao as que serao relevantes na utilizagdo da nocao de distancia. Um exemplo de uma outra
distancia d em R, verificando as mesmas propriedades é:

[z —y
d =7

Note que com esta distancia temos que d(0,1) = d(1,2) = 3 e que d(0,2) = 2. Por outro lado,

nao existem pontos que distem entre si mais do que 1.
Iremos restringir o nosso estudo somente a distancia usual dada em (4.1). Porém, com
algum cuidado poderiamos desenvolver todo o nosso estudo para uma distancia genérica.

4.2 Vizinhanca

Uma das principais consequéncias do facto de sabermos medir distancias é a nogao de pro-
ximidade. Queremos definir os pontos “vizinhos” (em relagdo a distancia escolhida) a um
determinado ponto a € R. Assim, a vizinhanca ¢ > 0 de a é o conjunto de pontos que
distam menos que € de a. lLe.

Ve(a) = {x € R: d(x,a) < e}.
Para a distancia usual (que iremos utilizar sempre nestas notas), temos que
Ve(a) =la —e,a + €.
Propriedades 4.2.
1. Se 0 < ¢ < e, entao Vs(a) C Vz(a) e Vs(a) N V(a) = Vs(a).
2. oso Ve(a) = {a} ndo é uma vizinhanga de a.

3. Se a #b, entdao Vs(a) NVz(a) =0 < d+e < |b—al.

2Nalguma literatura diz-se métrica.
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4.3 Interior, Fronteira e Exterior

Com a nogao de vizinhanga de um ponto, podemos distinguir os pontos que estao no “interior”
de um conjunto. Seja A CR e a € R.

e a é interior a A sse existe uma vizinhanca de a totalmente contida em A, i.e.

3z—:>0‘/;-:(a) C A

e a é exterior a A sse a é interior a A° (o complementar de A).
e ¢ ¢é fronteiro a A sse nao é nem interior nem exterior a A.

O conjunto dos pontos interiores a A é chamado int A, o exterior ext A e a fronteira front A.
Assim,
R =int A U front A U ext A.

Exemplo 11.
1. int[0, 1[=]0, 1], front[0, 1[= {0, 1}, ext[0, 1[= R\ [0, 1].
2. int) = front) = ext R = front R = 0, ext ) = int R = R.
3. intQ=extQ=int(R\ Q) =ext(R\ Q) =0, front Q = front(R \ Q) = R.
4. int K = (), front K = K, onde K é o conjunto de Cantor.
Propriedades 4.3.
1. int(A°) = ext A.
2. ext(A°€) = int A.
3. front(A€) = front A.
4. int A C A.

5. ext A C A°.

4.4 Conjuntos abertos e fechados

Dado A C R, o fecho de A é

A = int AU front A.
Logo R = A Uext A.

Propriedades 4.4. int A C A C A.
No caso de termos igualdades na propriedade anterior, damos nomes especiais ao conjunto:
e A é aberto sse int A = A.
e A ¢ fechado sse A = A.

Exemplo 12.

1. ]0, 1] é aberto, [0, 1] é fechado, ]0, 1] ndo é aberto nem fechado, | — oo, 1] é fechado.

11



2. N e Z sao fechados, Q e R\ Q nao sao abertos nem fechados.
3. 0 e R sao abertos e fechados.

Observagao 4. A negagao da proposicao “A é aberto” nao é “A é fechado” mas sim “A nao
é aberto”.

Teorema 4.5.

1. A CR € aberto sse A¢ € fechado.

2. Se A, B C R abertos, entdo AN B, AU B abertos.

3. Se A, B C R fechados, entdo AN B, AU B fechados.

4. Se A+ € limitado e fechado (compacto), entdo tem mdzimo e minimo.
Demonstragdo.

1. A aberto < front A C A¢ < front A¢ C A¢ < A€ fechado.

2. Seja a € AN B. Entao, como A e B sao abertos, existem £1,e9 > 0 tais que
Vo(a) A e Vo, (a) C B.
Escolhendo ¢ = min{ey, ea}, temos que
Ve(a) C VL, (a) NV, (a) C AN B.
A mesma ideia para AU B.

3. A e B fechados < A€ e B¢ abertos = A°U B¢ aberto < (AN B)¢ aberto <& AN B
fechado. Mesma ideia para A U B.

4. A majorado = sup A € front A. Como A é fechado, i.e. front A C A, temos que
sup A € A. Logo, max A = sup A. Mesma ideia para inf e min.

O

Observagao 5. O seguinte exemplo
+00
11
—~ 2|l =10
RS

mostra que a interseccao infinita de abertos pode nao ser um aberto. No teorema anterior
apenas se prova que a interseccao finita de abertos é um aberto. Também a unido infinita de
fechados pode nao ser um fechado. Por exemplo,

G[—Hi,l—ﬂ =] —1,1[.

3
—
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4.5 Pontos de acumulacao
Note em primeiro lugar que para A C R e a € R:

a€AeVagVola)NAAD.

I.e. um ponto a pertence ao fecho de A (é interior ou fronteiro a A) sse qualquer vizinhanga
de a intersecta A.

Estamos agora interessados nos pontos do fecho de A que téem seguramente em seu redor
outros pontos do conjunto. Ou seja, que nao sao pontos isolados:

e a € A é ponto isolado de A sse F.~oVz(a) N (A\ {a}) = 0.
Assim, definimos
e a é ponto de acumulagao de A sse Vo-oVz(a) N (A\ {a}) # 0.

Os pontos de acumulacgao sao assim os elementos do fecho de A menos os que sao isolados.
O conjunto dos pontos de acumulagao é denotado A’ e chama-se derivado de A.

Exemplo 13.
1. ([0,1]) = [0,1].
2. ({0,1}) = 0.
- ({L:n e N}y = {0},
4. Q' =R, (R\Q) =R.

w
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